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JL A R 明 


1. 本 集 只 选 人 作者 在 解析 函数 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 及 其 应 用 这 一 领域 中 的 论文 
(到 1996 年 上 半年 为 止 ) ,其 他 方面 的 论文 概 不 选 入 ; 虽 属 上 述 领域 中 的 论文 ,但 属 综述 性 
的 ,也 不 选 人 。 

2. 作者 与 他 人 合作 的 论文 均 不 选 人 。 

3. 同一 论文 用 中 ,英文 同 时 发 表 或 先后 转载 的 ,只 选用 一 种 ,其 他 的 则 加 以 注 明 。 

4. 用 英文 发 表 的 论文 ,多 数 以 汉语 拼音 Lu Jianke 署名 ,一 些 以 英文 名 字 Chien-ke Lu 
署名 的 则 另 加 说 明 。 

5. 本 选集 分 三 大 部 分 : 一) 解析 函数 边 值 问 题 ; (二) 奇异 积分 和 奇异 积分 方程 ; (三 ) 在 
弹性 和 断裂 力学 中 的 应 用 。 每 部 分 的 论文 以 最 初 发 表 时 间 先 后 为 序 。 同 一 论文 兼 及 两 部 分 
内 容 的 , 则 从 前 不 从 后 。 

6. 各 论文 中 已 发 现 的 朴 漏 或 误 排 已 予 改 正 。 

7. 主题 相近 的 论文 只 选刊 一 篇 ,其 余 的 置 于 相应 部 分 后 的 “附录 论文 ”中 仅 提 供 篇 名 和 
出 处 。 
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C— RET eis SY 
边 值 问题 


合 边 值 问题 


i 要 


本 文 解决 了 把 Riemann 边 值 问题 和 Hilbert 边 值 问题 结合 在 一 起 的 所 谓 复合 
边 值 问题 . 对 一 个 未 知 函 数 以 及 多 个 未 知 函 数 的 情况 都 作 了 讨论 . 所 用 方法 是 “ 消 
去 法 ”， 即 先 消去 Riemann 边 值 问题 中 的 跳跃 ， 于 是 就 把 问题 化 为 Hilbert 边 值 问 
题 . 


在 [1] 中 , 我 们 曾 简要 地 介绍 了 所 谓 复 合 边 值 问 题 , 并 叙述 了 用 消去 法 求解 的 过 程 ， 本 
文 将 较 详细 地 论述 这 方面 的 一 些 结果 . 我 们 仍 沿用 [2] 中 的 记号 , 而 把 Riemann 问题 和 
Hilbert 问 题 分 别 简称 为 R 问题 和 H 问题 , 复合 边 值 问题 则 简称 为 RH 问题 


$1 单 连 域 的 RH 问题 


设 一 封闭 的 Jianyaoa 曲线 艺 〈 即 其 切线 倾角 作为 弧 长 的 函数 时 ， 该 函数 满足 Holder 条 
件 ) 围 成 一 域 D， 而 在 内 又 有 一 组 互相 外 离 的 封闭 光滑 Jordan HARD D 并 记 
D= e+ RL 的 道 时 针 方 向 作为 正 向 ， y 的 顺 时 针 方 向 作为 正 向 ; 记 所 围 内 域 
AD., Wü L Si; 间 所 围 域 为 Di. 
D 上 的 RH 问题 (复合 边 值 问题 ) 可 表述 为 RD LDH SAMBO) ( 即 在 D LR 
上 各 点 外 处 处 正则 ， 且 分 侧 连 续 到 D, ECET 附近 ， 满足 边 秆 条 件 : 
BIT) =G BD) + gr), rET, | 00.D 
其 中 G(r),g(r) BAT E, A Holder 条 件 ， Go *0; 同时 又 要 求 C) KD 的 内 
部 连续 到 工 上 , 且 满 足 边 值 条 件 : 
ReAMOW)] —c(D, «EL, (1. 2) 
Ep At) c(t) 已 给 在 LK 上 ,也 适合 Holder 条 件 , HAG) 25 0 (ct) 当然 是 实 函 数 )， 记 


Indr JG(D 一 去 Carg G(r)ir=Kj, IndrCGr) 一 4 一 Yu Ind;AG) =k. 
1 
称 玉 一 “十 & 为 所 提出 的 RH 问题 的 指标 . 
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在 每 一 D; 中 任意 取 定 一 点 z;， 并 记 


H(z o= [e-e 


=1 


先 求 DD 上 分 片 全 纯 且 连续 到 工 上 的 函数 B.(<)， BUE EAR ECL 30 seno 2) 暂 
置 不 顾 . 这 问题 ( 称 作 原 问题 的 相应 R 问题 ) 的 一 般 解 是 
Oz) = XCF e) 十 F), (1.3) 
JB X Go 为 问题 的 典 则 函数 : 
M —H)e9, 当 z € Df, 
X(z) = 


Xp ce m. . “z EYD7, 
这 里 T(z) = ail, eg etr) I. (对 数 可 任意 取 定 一 一 支 ); Vi) 可 取 为 
Af. gt) dr 
Y) — 2x |f. Xt) rtz’ 


而 FGO 为 在 忆 上 全 纯 、 在 万 上 连续 的 任意 函数 ,由 于 原 RH 问题 只 考虑 DD 上 的 问题 , 故 与 
这 相应 的 R 问题 一 定 可 解 ， 生出 现 了 上 述 任意 函数 FG) 用 以 代替 适 常 全 平面 上 R 问题 的 
多 项 式 . 

注意 当 g(r) = ON X GO 本 身 也 是 问题 (1.1) 的 解 ， 


Xt(t) = G(t) X a), TET. (1. 4) 
用 下 式 把 所 求 未 知 函 数 9G) 变换 为 另 一 PARA BL DC), 使 满足 
Oz) = Oz) 十 突 (z)GoCzJ， | 5) 


则 显然 D(z) pr D I2 $5, 且 连 续 到 L E. 此 外 ， 当 TE r 时 ， 注意 O60) 满足 
(1.1), 并 由 (1. 0 8, 得 知 
$*() = PE) 十 X* (PF (0) 
= GPT CO + g(O + GC) KX- (GF (C) 
= GCD (r) + X7 (97 (0) + gtr). 
如 果 D(z) 是 所 求解 则 它 也 应 满足 (1.1), B, 
PHC) = GO, (er) + gle) = Gir) CE (7) 十 及 2 (24-g C). 
比较 这 商 式 ， 并 注意 X-(O 0. 立刻 知道 
L^ G) = G(r), rer, 
从 而 $,G) 在 D 上 全 纯 、 ED 上 连续 . 
反之 ， E.G) 在 D 上 全 纯 、 在 万 上 连续 ， 则 也 容易 证 明 由 (1. 5) 所 确定 的 分 片 全 纯 了 
B Go 必 满 足 (1.1)， HEES LE. 
由 此 可 见 , 提出 的 RH 问题 就 转化 为 求 在 D 上 全 纯 、 TED iioii OO), ER 
足 由 (1. 2) 转化 的 相应 条 件 . Ka. 5) RAG. 2)， 便 立 刻 得 到 这 个 条 件 ; 
Re(AG@)X (009,0) =c’(@), tE L, (1. 6) 
其 中 
c* (1) = ct) — RelA) 9G, (2)). (1.7) 
这 样 , 原 问题 便 化 为 了 D 上 的 H 问题 (1.6), m ART AARTEO. DURE, 这 也 就 是 
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我 们 称 这 种 方法 为 消去 法 的 理由 . 

至 于 (1. 3) 中 任意 函数 F(z) 的 选 法 关系 不 大 ， AA, WR F(z) 加 上 一 函数 f(z) 时 ， 
De) 就 增加 一 项 六 (z)f(z), WHS, REAR BR Ooze) "PIRE Se), 就 能 使 
De) RE, 这 等 于 在 (1.6) 式 左右 两 边 各 减 去 一 项 Re CX 了 )， 因而 D) 也 没有 改变 .所 
以 , 在 (1..3) PARR F(z) = 0. 

对 于 6,0) 所 满足 的 H 问题 (1.6), 其 指标 为 

“nd, CAC) X2) = « — Ind, X(t). l (1. 8) 


注意 当 : E Lit, xe = xto = [Pua tO, ik 


Ind; X (2) =— x + Inde, (1.9) 
FUSD* (D 在 上 单 值 连续 故 | 
Indiere = zi; don el 03, 一 mil 0 =0, 
RA: 8) 和 (1.9)， 最 后 得 纯 l 
Ind;,CAG) ROI =k 4- k — K. ~ 0.10 


这 就 是 说 , 转化 后 的 H 问题 的 指标 就 是 原来 RH 问题 的 指标 . 

TR, 运用 通常 对 问题 的 解 的 个 数 或 可 解 性 的 理论 ， 就 完全 可 以 对 长 H 问题 作 类 似 
的 讨论 : 

D tke 0 cc 0 GERD. MEIBOH, 原 问题 有 2K + 1 个 (对 实 系数 而 言 ) 线 
性 无 关 的 解 : i 


Pz) = KOD , : - (1.11) 


其 中 duo) G-1- S2IK +1) 为 相应 JH RE. 6) (这 时 <" =0) 的 完全 解 系 ， ff c 
为 任意 实 常数 (注意 这 时 Viz) =0). 

X K< 0 时, Hii H LER VER O3 — o MRAR US ERE 

2) 设 g =0,c40. 由 二 这 时 可 以 取 @(z) 2 0, 故 (z) = XG06,G), il o, Cz) 为 
D E3EJFK H 问题 7 
ReCQAGOXOD4,(002 = c(D, LEL 
的 解 ， 

这 里 ， 当 天 之 0 时 , 问题 必 有 解 ; RO (2) 为 一 特 解 ; 则 原 问 题 的 一 般 解 为 

B6) = Xe) GO 十 Mee G). | (1.12) 

4K <0 "m "rv WR 2K <1 个 条 件 ， 出 局 题 有 且 才 有 解 。 BE. 

8 Bg £0, TÆ) AO. HEEL Erca) (E Holder 条 件 ; 故 为 经 典 的 于 
问题 . 这 时 又 可 分 为 两 种 情况 : D 

QO 如 果 c* 0) 25 0 Bl eG Z RADA, a), 则 与 前 述 情 况 2) 相同 . 当天 之 >0 ) 时 ， 一 
般 解 (1. 12 右边 还 要 添加 一 茧 名 (z); 当下 之 0 时 , . 当 目 仅 当 c,4,G,g BE 一 2K 一 1 个 
条 件 时 才 有 唯一 解 . 

Q 如 果 f 2) 0 Hele) s ReCAQO 0 002, IBGE WFR eB. 当 玉 之 0 时 ， 
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问题 一 般 解 与 (1.11) 相同 , 但 右 端 要 添加 一 项 0, (20; 当天 :< 0 Bd, H [8] E FUR ERE 
OG) = 0, 故 原 问 题 有 唯一 非 零 解 BC(z) = 010). 
.我 们 把 这 最 后 一 情况 称 为 准 齐 次 RH PA, 而 把 2) 和 3)Q@ 统称 为 真 非 齐 次 问题 . 

准 齐 次 间 题 的 条 件 为 c(1) = REG, (02, HPO) — XXOYVG. :如 果 一 开始 就 把 
相应 R 问题 的 特 解 取 作 (1. 3, 其 中 F(z) 为 在 D 上 全 纯 、 在 5 上 连续 的 菜 一 函数 ( 且 设 在 工 
上 满足 Holder 条 件 )， 则 准 齐 次 RH 问题 就 可 转化 为 D(z) 的 非 齐 次 于 问题 : 

Re(ÀAG)X (1) By a) —— Re(AG)X (DF). 
当天 之 0 时, 问题 的 一 般 解 为 
2 天 十 1 


Bz) = $1(z) + Xr) Belz) 十 2709» G3. 


其 中 Bw(z) 为 这 个 H 间 题 的 一 特 解 . 当 K <0 时 ， H 问题 至 多 只 《可 能 有 一 个 解 ， 但 
Pz) =— F(z) 显然 是 它 的 解 ， eco 一 D, (z) — F(z) = © (z) 是 原 问 题 的 唯一 非 零 
解 . 结果 与 前 相同 . - l 

所 以 , RH 问题 是 准 齐 次 问题 的 一 般 条 件 是 TS 有 满足 条 件 (1. 1) 的 在 D 上 
分 片 全 纯 、 连 续 到 工 上 的 函数 多 ,(z) 存在 (以 (1.3) RAD, 使 

RAWD 02 Eca), 1EL. MEM (1.13) 

以 上 的 讨论 , 可 归纳 为 " 

定理 1 ”对 单 连 域 的 RH AM, SHARK =e RIO ) 时 ， 问题 的 一 般 解 中 含有 
2K 十 1 个 任意 实 常 数 ; 当 KK < 0 时 , 1) 对 齐 次 问题 (m0, g=0), RARE, 2) TRF 
次 问题 , 有 唯一 非 零 解 ，3) 对 真 非 齐 次 问题， 当 且 仅 当 问题 中 各 系数 满足 _2 开 一 1 个 条 件 
时 ， 才 有 唯一 解 . 

当天 <0 时 ， 齐 次 或 准 齐 次 问题 也 可 统一 说 成 问题 存 唯一 解 (包括 零 解 ). 

准 齐 次 问题 也 可 看 作 真 韭 齐 次 问题 的 一 特例 , 当 太 之 0. 有 时, 已 由 定理 1 的 前 一 结论 看 
出 ; 现 设 尺 < 之 0， 由 于 准 齐 次 问题 有 唯一 解 ， 故 诸 系 数 间 也 必 满足 非 齐 次 情况 下 的 一 2K—1 
个 条 件 . 3H. 也 可 这 样 看 : 我 们 知道 (参看 [2], $ 28, § 29), 如 果 设 pCs) 29 AG) 的 正则 
化 因子 ， 而 令 | l 

en = pls) AG P 
则 这 一 2K 一 1 个 条 件 可 写 为 
IN ei ct (s)e d; —0 (h—1,,—2K—1), 

而 在 准 齐 次 情况 下 ; TESEO (z)， 使 它 满足 (1.13)， 从 (1.7) WA, 6 G0) 2 0, 因此 
这 些 条 件 当然 满足 . 

如 一 开始 讨论 的 是 工 所 围 外 域 的 问题 (T; 也 在 外 域 中 )， 而 附带 要 求 6(oo) AR, 则 显然 
可 得 类 似 于 定理 1 的 结果 . 或 者 ,用 反 滨 法 , 也 可 变 成 内 域 问题 来 处 理 . 因 重 这 里 不 再 多 述 . 

在 [1j 中 我 们 曾经 指出 , 单 连 域 上 的 RH 问题 也 可 用 HH. 1. Myexeawumuni 的 方法 (3). 
$42)» 解决 ， 但 这 一 方法 不 能 应 用 于 下 一 节 中 所 述 的 多 连 域 情 形 . 


§ 2 多 连 域 的 RH 问题 


4 D 为 由 一 组 封闭 .JIanyaoa MYL, LL, s Lu. 所 围 的 多 连 域 ,而 Ze 围 住 其 余 各 曲线 


-ee 
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(L, 也 可 不 存在 ), He Lo D LÀ. Te D UV AR T, T, 情况 如 前 所 述 , 但 注 


意 ， 某 些 D, 可 能 围 住 某 些 工 ,， 仍 取 Lo 的 道 时 针 方向 为 正 向 ， 而 其 余 各 曲线 均 取 顺 时 针 方 
向 为 正 向 . 

这 时 , D 上 的 RH 问题 为 ; RED 上 分 片 全 纯 ERIL EBM Oz), 使 它 仍 满足 
条 件 (1.1) 和 (1. 2)， 已 给 诸 系数 假设 条 件 如 前 . 如 没有 Lo， 则 还 要 求 Po) HF. 

x 和 大 定义 如 前 , 但 这 里 


k= 2,» ks = Ind; AC, 


仍 称 天王 “十 上 为 RH 问题 的 指标 . 

问题 的 解法 仍 与 单 连 域 时 一 样 . YE D, ARER o 25 D; 围 住 某 些 L, 时 , oz, REL, 
之 内 、 外 或 其 上 均 可 ， 先 求 得 满足 问题 的 R 部 分 的 解 (1. 3)， 也 不 妨 取 F(z) = 0， 再 通过 
《1.5)， 把 未 知 函 数 化 为 O(z), MAB A D 上 的 H 问题 (1. 6). 这 一 问题 的 指标 是 

Ind, (A(t) X (2) = Ind;A() — Ind, X) = k — S od, XC). 
XT Lo, Í 
Ind, X (¢) = Ind; Xt) =—k, 
仍 如 前 ， 对 于 LO Z- D, MRA, BEC. 则 有 
Ind; X(t) = Ind;, X+ 0) = Ind, Ue") = 0, 
因为 所 有 Zj 在 L, 之 外 , 故 Ind; II(t) 一 0, 又 已 见 Ind, e^ ® 一 0. 如 Ly 被 某 一 L; EHE , 则 
Ind, XG) = Indz, X^ (0) = Ind, e^ © 一 0. 

所 以 ， 不 论 如 何 ， 转 化 后 的 日 问题 的 指标 仍 为 天王 “< 十 上 

这 样 ， 运 用 多 连 域 上 H 问题 的 已 知 结果 ， 立 刻 可 得 ， 

定理 2 对 m 二 1 连 域 上 的 RH BD, S E484R Km&—1HW, "PITE 且 一 般 解 
中 含有 2K 一 m 十 1 个 独立 常数 ; 当 指 标 开 <0 时 ， 齐 次 问题 只 有 零 解 ， 准 齐 次 问题 有 唯一 
CER) 解 ， 而 真 非 齐 次 问题 当 且 仅 当 已 给 系数 满足 一 2 开 十 由 一 1 个 条 件 时 有 唯一 解 .， 

这 里 所 谓 准 齐 次 问题 ， 仍 指 满足 条 件 (1. 13). 

对 于 奇异 情况 O<K<m-1, 则 可 有 类 似 于 中 . 开 Faxo [4] AB. B. Bospexua [5] 的 
ZR, xXx EAM. 


$3 开口 弧 段 上 的 RH 问题 
ik D 如 前 (REMI), MrT, 为 一 些 开口 的 光滑 Jordan SER. r= ab; 


G=1 sn), FRE a; 至 6b 的 方向 作为 了 WER. Xi RH 问题 提 法 仍 如 前 ，(1. DA 
(1.2) 中 诸 系 数 的 条 件 也 同 前 ， 但 在 各 TD, 的 端点 附近 ， THIER (<) 有 界 或 无 界 可 积 . 


© ïL PEN, p 自 1 加 起 ， 下 同 . 
Q ZRH; 为 封 团 的 ， 某 些 为 开口 的 ， 可 同样 地 讨论 . 
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在 某 些 端点 附近 ,将 会 看 到 ， 只 能 要 求 8(2) 几 乎 有 界 ( 即 对 于 任何 e>0, |z — c|f66o > 
0, 当 > 一 cc 时 )， 它 们 称 作 RH 问题 的 特异 端点 ， 下 面 将 要 证 明 ， 它 们 就 是 相应 的 R 问题 
(1.1) 的 特异 端点 Cras co( 意 义 见 [2], 8 42H). 在 其 余 非特 异端 点 处 ， 例 如， 可 要 求 
$G)TEG so 附近 有 界 ， 而 在 cr, sco 附近, 要求 (x) 至 少 无 界 可 积 ， 采用 [3j 中 记 
号 , 把 这 种 解 D(z) WERT hc cK. 

这 时 前 述 消去 法 仍 有 效 . 说 明 如 下 . 

在 各 书 上 取 1log G(r) 的 一 确定 支 , 使 

a, 一 Re 7 = Re(— log Gta) Cla) 


2xi 
满足 条 件 
的 1, Ma; € (estet 8? Con hs 
—~l<a<0, 当 aj € (ease) 
Haj E {erties Cn) 时， 当然 a; 0. Xd 
a’! = Re?! = Re EE, log Cb) 


并 选取 整数 x;, 使 得 
人 4b,€ {ciy lq € Ha t Cants 


7 1< KO, ETE (Coty tends 
当 bj € (eres tttm] 时 ， 当然 a 一 Kj 一 0, 于 是 
k= s 


为 相应 的 R 问题 属于 A Co son ,cs) 类 的 指标 . (hide = = Ind;AG) , WW K = x +k ARH 
问题 属于 hCa, *5Cq) 类 的 指标 . . i 
相应 R 问题 的 典 则 函数 为 


X(z) 一 Ic — b) en, . (3.1 


其 中 | | 
DG) gj. log EO ar, 20 (2 
先 解 上 相应 的 RR 问题 , 求 出 其 一 竺 解 (任意 函数 下 (z) FRE = =0); 
De = Xf g0 dr. (3.3) 


2xi Jr X^ (0) r= z 
利用 消去 法 换 元 , > 3 
- D(z) = Oz) + XGO94G), (3. 4) 
其 中 D(z) 为 新 的 未 知 函 数 . 
. ”和 §1 中 一 样 , 易 证 在 各 攻 弧 上 的 内 点 + 处 ， 对 (= $; (CO, MOz) 在 D 上 单 值 解 
Jr, 只 是 各 端点 ab; 处 可 能 除外 .我 们 来 研究 D) 在 各 端点 附近 的 性 质 . 
首先 回顾 一 下 X(z) 的 性 质 . 由 (3.2) A, 
: rG)- Ydog(z-— ap 十 T(z)， 当 z fea, 附近 ， 
Yilog(z — b) + DG), 42 4E 5; 附近 ， 
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其 中 D;G),ISG) 分 别 在 a;,b; Mit a RU. AZ, 
Me | za), Hz Ea 附近， 
e E (x 一 biel, 当 之 fc b, 附近 . 


(z 一 aj)7em ®, 当 z 在 a 附近 ， 

(z — b) tie; m, M É b; 附近 ; 

或 者 写作 , 在 任何 端点 z — c 附近 有 : 

X(z) = (z — cee, (3.5) 


XGG)-— | 


KP) 在 c 附近 有 界 ， 而 
当 c € (asses) AY, OS Re? <1, 
当 c € {oce} B, -1«ReY, «0, 

且 当 < 为 特异 端点 时 ，Re 7. = 0. 

根据 Cauchy 型 积分 的 熟知 性 质 ， 由 (3. 2) Al, R 问题 的 特 解 Di C) 已 属于 FG sc) 
类 .根据 对 未 知 函 数 8(z) HERTA, X G0. G0 必须 在 各 端点 cy,…,cy 附近 有 界 ， 在 其 
余 端 点 附近 至 少 无 界 可 积 . 

设 c 为 一 特异 端点 . 为 了 保证 Bl(z) 在 c 附近 至 少 无 界 可 积 , XP) 必须 也 如 此 . 但 
因 这 时 Rey = 0, 故 在 z =c 附近 , XQ) AR, 且 关 0, HH) Bie 点 为 孤立 奇 点 ,又 
E X G)9,G) TR, B Bo(z) 必须 以 < 为 常 点 , 因此 多 (z)Bo(z) Te c MAR, Mili Sz) 
Tec 附近 几乎 有 界 . 由 此 得 知 , 在 特异 端点 附近 , O(c) 一 定 几 乎 有 界 . 

若 c € (a9), 则 因 0 « Re?, <1, 为 了 保证 X(z)go(z) YE c 附近 有 界 , Doz) 也 
必 以 c WER. Be © (emoa), 同样 因为 一 1 < Rex. « 0, 为 了 保证 X(z)@o(z) 在 < 
附近 至 少 无 界 可 积 , c 也 只 可 能 是 D(z) 的 常 点 ， . 

总 之 , 无 论 c 为 了 的 哪 一 端点 , CRE P) 的 常 点 , 因而 B,Cz) 在 D 上 全 纯 . 又 因为 
1(z),X(z) 均 连 续 到 工 上 , 且 在 工 附近 X(z) 350, Wo) VEZL E. EFO) 
这 时 所 应 满足 的 条 件 , 仍 同 (1. 6)， 于 是 问题 仍 化 为 D) MHA. .县 由 (3.1), 立刻 得 
知 ， . 


Ind, X (05) 一 一 Dx KR 
per 


故 这 个 日 问题 的 指标 仍 为 
Ind,CAG) X@)J =k+ x — K. 


因此 ， 其 余 讨 论 均 与 $ 1 或 8 2 相同. ，. . 
对 于 闻 断 系数 的 情况 ， 显 然 也 可 类 似 地 讨论 ， 现 从 上 略 . 
$4 多 个 未 知 函 数 的 RH 问题 
记号 工 , 了 与 481 相同. 设 所 求 @(z) 为 D 上 分 片 全 纯 、 连 续 到 上 上 的 和 N 维 向 量 ， 要 求 


@ 对 数 这 样 理解 : W 局 并 延伸 到 oo 点 将 平面 割 开 , 然后 任 取 一 支 . 
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满足 (1.1) 和 (1.2), 而 G(r) GC € D). A0 CELKEM N MARE, g), ca) 为 
GAN 维 向 量 , 并 设 它们 都 满足 Holder 条 件 ， 这样， 我 们 便 得 到 N ARR N 维 向 量 的 
RH 问题 . 

这 一 问题 仍 可 用 S 1 中 所 述 消去 法 求解 ， 设 

Indp det G(r) = x, Indr det A(t) = k, 

称 天 一“ 十 & 为 上 述 RH IAE] G TET. 

求解 时 , 先 作 出 相应 R 问题 (1. 1) 的 典 则 矩阵 (意义 及 一 般 作法 见 [6]), 再 作出 这 个 R 
问题 的 一 特 解 : | 


十 
Oz) = aXe) KD ge 


然后 按 (1. 5) 把 未 知 向 量 @(z) MAD (2). ER, 在 现在 的 情况 下 ，(1. 50 以 下 的 推演 仍 成 
Z, BAW OF (r) = G(r), B9, Go te D EER f D 上 连续 的 NN 维 向 量 TES 
题 又 化 为 H 问题 (1. 6) T. 

这 一 日 间 题 的 总 指标 可 以 证 明 丛 为 K GER H. TBexys 的 定义 ， 总 指标 则 为 2K， 
[7], 第 179 页 ): 为 此 ， 我 们 首先 证 明 : 0 
Ind; det X(t) =— x. (4. 1) 


AACE BMS ICT], 11 TD 
‘ ‘Indr det X+(r) = Indr det G(r) = x, 
(AED 5 LZE, PM BA det X(z) + det X * (z) HA, BREA, He 
Ind, det X(t) = Ind; det Xt) 一 一 Indrdet X* ít), 
最 后 出 现 之 负 号 是 外 于 工 以 北 时 针 方向 为 正 向 ， Ti P 以 顺 时 名 方向 为 正 向 于 是 (4. 1) 成 
sr. 由 此 , 我 们 立刻 得 到 转化 后 相应 H 问题 的 总 指标 为 
Ind; det CXC#) X0) = Ind, (det A) det RO 
= Ind; det AQ) 十 Ind,’ dec X@) XG) UU 
一 上 下 十 上 一 天 2 
如 果 能 够 有 效 地 算出 XLz)， 则 这 个 日 问题 的 系数 也 就 可 知 ， 于 是 原 RH 问题 就 能 化 为 
一 个 已 知 的 、 确 定 的 H 问题 , 而 可 进一步 求解 ( 见 [7j, 第 三 章 ,1). 例如 ， 当 G(r) 可 写成 两 
个 因子 的 乘积 , 且 它 们 又 分 别 是 广内 部 和 工 外 部 的 半 纯 矩阵 的 边 值 时 , 便 是 如 此 (参看 [6]， 
§ 5). | 
对 于 本 为 开口 弧 段 或 有 间断 系数 的 情况 , AA H. T. Beya 的 结果 〈[7], 第 二 章 ) 和 上 
述 $ 3 中 的 方法 , 可 类 似 地 求解 , 不 再 详 谈 . 
最 后 注意 , 如 在 [1] 中 曾 指出 的 ， 本 文 所 用 的 消去 法 可 广泛 总 疯 用 于 解决 某 一 R 问题 与 
其 他 类 型 边 值 问题 的 复合 ， 也 可 用 来 较 简便 地 重新 处 理 开 滞 训 段 或 间断 篆 数 网 问题 ， 以 
及 复杂 边界 的 R AAS. E . 
消去 法 在 另 一 些 边 值 问题 中 的 应 和 骨 ， 将 另行 讨论 : 


1 路 见 可 . 解析 孙 数 边 值 问题 中 的 一 些 想 法 . 武汉 大 学 学 术 报告 选编 (自然 科学 版 )， 1962, (1): 1 一 8 


2 Taxon 中 jl. KpaeBble 3ajaun, Mocrpa, 1958. 


LESE aia. 9 


3 'Myexemunsu H IL. Ciryaspinie nirrerpanbube vpasueunus,. Mel. ，1946 

4, .,V'axos 中 7], Xaca6os 2 ['..O kpaeporn aà/aue t'iutzIbOepra JE MHODOCHIHOfRl o61aCTH. Ilceztenosaidn. HQ COBpeMellibiM 
upoGztewaM Teopin $V UKHMI koMiunekenoro nepexeinoro, Mockua, 1960; 340—345... 

5  Bospeanü B B. O6 ocoÓónix cayuanx satayu Pnvana-Tanbbepra. 载 于 II II. Bekya; O6o6uwentipie Anaturniueckiie 


yukuin (Mockua. 1959) 一 书 vn. 4 后面 (或 见 中 译本 ; 广义 解析 函数 ， 上 册 最 后 ) 


6 Taxon b Jl. Kpaevan 3ajlada pHMalla svi cHereMbl H Uap 中 yUKHHT Xuexa Mar. Have. 1952, 8 (50): 3~54 


7 Bekyall H. ChereMbl eauryztipiix HHTerpanmbtblx ypapueuntt, M. -JJ, ，1950 (已 有 中 译本 ) 


ON COMPOUND BOUNDARY PROBLEMS 


Abstract 


In this paper, the so-called Riemann-Hilbert compound problem, or briefly, RH 
problem, is considered and solved. Let D be a (simply connected or multiply connected) 
Liapunoff region with boundary L, and F be a finite set of non-intersecting and mutually 
exclusive smooth contours in D. By P* we mean the clockwise sense of transversal along 
D, and by Lt, the sense of transversal which preserves the region D at its left-hand. The 
problem here considered may be formulated as follows; 

Find a sectionally holomorphic function Ø(z) in D (Gi. e., regular everywhere in D 
except on I, but continuous to T on both sides of it, and also continuous to L), such that 
conditions (1. 1) and (1. 2) are satisfied, where G (x), g(z) are given on P, G(r) 40; 
A(t), c(4) are given on L, À(/25£0; and all of them satisfy Hólder conditions. 

This problem is solved by the method of elimination: first, solve the *Riemann part" 
(1. 1) of the problem and take a particular solution d; (z), and then, by changing the 
unknown function @(z) to (z), holomorphic in D, by means of (1. 5), where X(z) is 
the characteristic function of the problem (1.1), the problem is reduced to a Hilbert 
. problem (1. 6). The index K of the reduced problem, called the index of the RH problem, 
is easily proved to be the sum of the index « of G(r) with respect to T and the index k of 
AG? with respect to L. Thus; the solubility or the number of solutions of the RH problem 
can be readily analyzed. 

The case in which T consists of open arcs is also considered, and the solutions of the 
RH problem may also be classified into classes A, just as the Riemann problem. It is found 
that the special ends of the latter serve also as the special ends of the former, the solution 
of which must be almost bounded near them. The index relation is just the same as before. 

If G(r), AG) are regarded as non-degenerate matrices of order N, and if g (r2, c0), 
(z) are N-dimensional vectors, we have the vector RH problem. This problem is solved 
similarly and the index relation still holds, but in this case the indices must be understood 


as total indices. 
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[ 原 载 于 武汉 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 ),1962,5:15 一 24; 转 载 于 高 等 学 校 自 然 科 学 学 报 
(数学 、 力 学 ,天 文学 版 )， 试 刊 ,1964,(1):1 一 113; 又 译 成 英文 转载 :Chien-ke Lu. On com- 
pound boundary problems. Scientia Sinica, 1965, 14(11): 1545~1555. J 
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周期 Riemann 边 值 问题 
及 其 在 弹性 力学 中 的 应 用 


4 


周期 Riemann 边 值 问题 的 更 一 般 形 式 是 自 守 函 数 的 边 值 问题 . 关于 有 限 群 的 自 守 函数 
Riemann 边 值 问题 ， 最 初 在 1954 E8 o. J Faxon 和 71. M. UnópuKoBa 所 研究 64， 而 无 限 
群 的 研究 , 为 后 者 在 1956 年 所 研究 中 (或 参看 [3] 中 和 [条 , 8 52 中 的 简单 介绍 ), 最 后 并 有 
更 一 般 的 研究 忠 。 从 实用 观点 看 来 ,周期 边 值 问题 将 更 为 重要 ,在 [2] 中 虽 也 曾 指 出 了 这 二 
问题 的 重要 性 ， 并 给 出 了 一 些 在 流体 力学 上 的 应 用 ， 但 在 单 周 期 情 涡 下 ， 周 期 解 在 无 穷 远 
处 ( 即 自 守 函 数 的 本 性 奇 点 ) 的 性 态 没有 讨论 ,而 在 双 周 期 情况 下 * 却 没有 这 样 的 问题 . 

本 文 第 一 章 将 研究 单 周期 的 Riemann 边 值 问题 , 特别 是 对 解 在 无 穷 远 处 作 各 种 补充 的 
要 求 而 讨论 。 这 里 用 的 是 保 弟 变换 的 方法 ,， .这 一 方法 曾 被 Tr， H. Casan 类 似 地 用 来 解决 弹 
性 平面 中 的 基本 周期 间 题 (参看 [6] 或 [12]). 

本 文 第 二 章 将 研究 单 周 期 Riemann 边 值 问题 在 弹性 平面 问题 中 的 应 用 . R— 般 地 这 类 
问题 可 化 为 积分 方程 来 处 理 〈 见 [6]), 但 具体 求解 时 很 困难 . 运用 H. M. Mycxeanmenan 的 
方法 O7], 第 六 章 ) 到 这 里 来 ， 就 能 把 他 的 许多 结果 改换 到 单 周 期 问题 上 来 ， 并 同样 地 
可 获得 许多 重要 特例 的 解 的 有 限 形式 ; 

双 周 期 弹性 平面 的 基本 问题 也 可 化 为 积分 方程 ， 见 页. T. Koiter [11]. 利用 双 周 期 
Riemann 边 值 问题 的 结果 也 可 获得 一 系列 有 效 的 结果 , 但 不 在 本 文 讨论 之 列 . 因此， 本 文 
以 后 所 称 “周期” 都 是 指 单 周 糊 而 言 . 


ii 
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第 一 章 ”周期 Riemann 边 值 问题 


$1 封闭 曲线 情况 


1. 问题 的 提 法 设 L(%= 二 0, 土 1, 十 2,…) 为 无 穷 个 封闭 的 光滑 曲线 ， 它 们 彼此 形状 


/ 


12 解析 函数 边 值 问 题 和 奇异 积分 方程 论文 选集 


相同 ， 互 不 相交 ， 且 以 ax 为 周期 水 平地 排列 (70), dE 1 Br. 


图 1 


十 co 
RE L 的 反 时 针 方 向 为 正 向 , 其 内 域 记 作 Si, 而 L= 2» 六 的 外 域 记 作 S7. 不 妨 选 


FRAO 在 SoA, 且 使 士 了 am tja "ABE ST. 这 是 可 能 的 . 例如 , FE Lo 的 一 切 


KERRE CERES NWA Lo #4. m. 它们 的 长 都 小 于 an, 其 中 点 轨迹 形成 一 Jordan 
MR, RWWA, AMARA So 内 的 点 ， REA Se 的 点 ; 任 取 这 料 一 点 作为 原点 ， 便 
能 达到 上 月 的 . 
”局 期 的 .Riemann 边 值 间 题 (简称 问题 了 X IO ER- 以 ar 为 周期 的 、 iem 
中 分 片 全 纯 的 函数 DC», fil . S 
: 8*0) Gaye- (d gos t€ L, . 0000.D 
KH GG» 已 给 在 上 , 均 EHE Holder 条 件 ) ， 并 有 GQ) 35 0; 此 外 , 它们 都 
Ma an 为 周期 ， | i 
GG ax). —G((D,gücban-g, t€L ^" 
FRO i d REX L BOE RS MRR RAE) E= oohb— RIDA A 

EMR. BEH eto ( 指 = 一 3iy， 其 中 立 ER, p42) 时 ， 可 以 对 出 (z) 提 出 
一 定 的 要 求 . 这 种 补充 的 要 求 可 以 是 各 种 各 样 的 ， 将 在 以 后 陆续 给 出 . 0c 
Po 当 gQ)=0 时 ， 问 题 称 为 齐 次 的 ， 记 作 P9;， 否则 ， 称 为 非 齐 次 的 . 

在 问题 中 , 我 们 已 要 求解 BCz) 了 世 以 ax 为 周期 ; 这 大 解决 实际 问题 的 观点 来 看 , 是 合适 
的 ， 但 注意 这 一 要 求 不 能 认为 是 问题 的 必然 结果 因为， 例如 六 对 手 齐 次 问题 P? 而 言 ， 若 
gp,(z) 是 它 的 一 个 非 零 周期 解 ， 则 BB (z)I(z) 也 是 它 的 解 , RPI) ARR, xc 
就 不 一 定 以 ax 为 周期 了 . 而 且 也 容易 证 明 , 任何 非 周 期 解 一 定 是 上 述 形式 .以 后 所 称 的 解 
都 是 指 周期 解 . 


2、 转 化 为 经 典 的 全 ieiaanit A PEW So: Re sia. BRL SES. 中， 记 
Si 一 S- + So 并 在 直线 = Lan 上 取 定 正 向 使 si 在 其 右 侧 (图 2). 如 8(z) 为 原 问题 的 
fit, HE S。=S# 十 Sy "m Wl] , C) So 中 分 片 全 纯 的 函数 ， 并 连续 到 


@ 以 下 为 行文 简便 起 见 ， REEL 是 一 个 封闭 曲 线 ， SL. Mu 是 一 组 有 限 个 封闭 曲线 时 ， 以 下 的 讨论 只 要 
略 加 修改 ， 仍 成 立 ， 又 若 Lo ie antiy 的 任 一 光滑 弧 段 时 ， 本 节 所 论 作 适当 修正 后 ， 也 完全 成 立 . 
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r= las t, 且 满 足 条 件 : 
OF (一 CS +g), t€ Los (1. 2) 
A tantis] -e| —tantiy}, bb. 
(1. 3) 
RZ, MOH So PREA DMA. 3) 的 一 个 分 片 全 
ARY, EEF o clas 上 者 , 则 把 它 作 ax 的 周期 
性 延 拓 后 , 便 得 原 问题 的 一 个 解 B(x). 
FE, 问题 P 就 转变 为 求 S, 中 分 片 全 纯 的 西数 D CO, ERI =t Lar 上 , 使 满足 
条 件 (1.2) 和 (1. 3). 把 这 一 问题 记 作 Ri. 
注意 ,可 能 Lo 部 分 地 越 出 带 形 |Re | 一 六 cx (图 3). 
这 时 ,我 们 只 要 把 它 略 加 修改 ， 即 用 两 个 周期 合同 的 Jor- 
dan WERE r= an 上 的 二 直线 段 , 使 S;# 整个 落 在 这 
样 所 得 出 的 带 形 So 中 ; 不 妨 假定 仍旧 保持 = 一 土方 ex 两 点 


fr S, 的 边界 上 . 仍旧 记 So = 二 So 一 Si. 
HA% 


之 
b=tan |. 200. 0.20 | 


图 3 把 带 形 S, 映射 到 平面 中 的 区 域 E. 在 图 2 的 情况 下 , € 

是 由 整个 5 平面 沿 着 虚 轴 在 区 间 [ 一 i, 订 之 外 剖 开 而 成 ,， 且 

z—0, tan, Hoi, — ooi 分 别 变 为 [==0,co ,i, 一 i, 而 直线 zx 一 土方 a 变 成 了 剖 线 的 左 、 右 

岸 . 这 时 ，Z。 变 成 某 一 光滑 曲线 Du. 它 围 住 原点 O, 但 g= ti 则 在 其 外 ,， 且 不 与 剖 线 相交 

(图 4)， 在 图 3 的 情况 下 ， 则 剖 线 的 形状 有 所 改变 ， 但 了 仍 不 穿 过 剖 线 ， 且 也 具有 上 述 的 
一 些 其 他 性 质 (图 5)，T 的 内 域 记 作 中 ， 外 域 记 作 X. 
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设 @(z) ZR 6.00, Ha. 3) 可 知 , 它 在 前 线 两 侧 有 相同 极限 值 . 故 知 
©.) 是 了 平面 中 的 分 片 全 纯 函 数 (在 = oo 处 有 界 !)， 且 满足 条 件 
Prr) =G, MD) +g. a), rely, (1.5) 
其 中 G, (7),g,(7) 4l GIG). go) 变换 后 的 结果 ,它们 仍 都 E H, HC. G) 40. 但 要 
注意 ,= 十 i ME- RED. CO 的 孤立 奇 点 ， 于 是 问题 化 为 了 经 典 的 Riemann 问题 . 
我 们 称 
Ind,,G(t) = larg GOJ = k (1.6) 
为 原 问 题 P, 的 指标 ， 显 然 它 就 是 转化 后 Riemann 问题 的 指标 : 
Indr G. (r) = Ind GG) = k. 
3. 齐 次 问题 P 的 讨论 ” 这 时 gc) 二 0, 于 是 g, (7) = 0. 分 几 种 情况 讨论 . 
1” EDG coi) FR ” 亦 即 要 求 甸 , (2) TEC = 十 1 处 也 有 界 ， 即 正则 . 这 时 间 题 
《1.5) 的 一 般 解 为 


$9.00 — X. PE), a. 7) 
其 中 
Xt — TG), E El, 
Xx.) -| (=e SEmi (1.8) 
X.G) 一 ee cE 2X 
这 里 
__1 f loglr“G. (0) s 
rO = aj ar, o aD 


而 PO 是 次 任意 多 项 式 k 二 0 时 , AA PLC) = 0)， 
回 到 z 平面 , 则 有 
D(z) = X,(2)P,{ tan =), (1. 10) 
这 里 
Xt(z) =e, z€ SF; 
Xo(z) -1 (1.11) 


EC - 
Xo (z) = cot* 4 FM, zE Sr, 


log (cot - GG) ) 


1 dt 


2an ij. 


Da) = i zx t 
? tan — — tan — cos? — 
a a a 
t— z 
a 


cot 


1 | og [cot + GG») . 


t 
= : 十 tan —|dt 
2ax1 a 


1—z 


一 Jari), Jos (cot + Ga) * cot 一 dt +C. 、 
把 常数 并 人 P 中 , 因此 可 以 认为 


1 kt . t 
Jazi), lee (oot a Gq)) cot 


T(z) 一 


其 中 对 数 可 以 任意 取 定 一 支 . 


TZ ar, 0.12) 
a 
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inf 4G» 作 周 期 ar 的 延 拓 , 并 注意 到 (1. 10) ~ (1.12) 诸 分 析 式 中 所 出 现 的 函数 均 
以 ax 为 周期 ， 故 不 加 改变 ， 立 得 原 问题 P; 的 一 般 解 ; 


. D(z) = XcP,| tan z) ; (1. 10y 
X*(z) =e, z€ St, 
X 一 (1.11)' 
(2) re = cot? = e, > € Sm 


a 


而 T(z) 仍 以 G. 12) ) 式 给 出 . X GO 仍 称 为 问题 P， PY 这 个 一 般 解 还 可 写成 


Ot (z) = — oQ] sin = 一 :cos 三 | ， 2 € St; 
k + a a 
cos "a 
lz) = (1.13) 
D(z) = 1 e" ?Q, sin 二 = „cos = z), z € S7; 
sinf 一 7 
a 
其 中 Qu(X,7) Æ X,Y 的 任意 有 次 齐 次 多 项 式 (2 <0 LQ, = 0). 


因此 我 们 得 到 
5EXRBi(UHuópukosa) — de XE C coi) AR, 则 齐 次 周期 间 题 P3 当 指 标 & 宇 0 时 , 问题 
有 上 十 1 个 线性 无 关 解 ， 当 过 0 时 ,问题 只 有 零 解 . 
附带 指出 ， 因 为 
， cos" I siniz = YC, Cael, 
其 中 0,00 为 某 些 常数 , BA. 4k = 2m 为 偶数 时 ,还 可 写 为 
Qn sin = „cos 三 | = ao 十 3 (acos 2 十 Asin AE), Q.14) 
当 二 2m 十 1 为 奇数 时 , 还 可 写 为 | | 
Q.....| sin Ž cos 一 3E > (a; cos Qit ps + Bssi 2 Wit D2, (1.14)! 
因此 , 在 一 般 解 (1, 13) 中， 也 可 把 名 Sik LAER ERE 角 风 项 式 . 


2" & CE coi) = O(— oo) (AMMO RA. 10V, 18 
X(+ coi) PC 十 i) = X(— coi) P,C— i). 


但 因 | 
X(+ oci) = (— yeh = (一 i)*exp zx]; log (cot £ 一 Ga) à), 
X(— coi) = ite" = itexp | — ARG (cot + Gc») à), 
因而 上 述 条 件 可 写 为 
Pi(+ i) = Go Pi(— D, . (1.15) 
其 中 , . | 
X(— œi . 
Go = CL 一 《一 D'exp|— NEC + Ga) dr}. (1.16) 


“O 在 某 些 实际 问题 中 , EROH i) 二 一 @( 一 ,coi) 也 很 重要 , 可 类 似 地 讨论 . 
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o0 RS OH, RIP. 15) 一般 限制 了 Pre 中 的 一 个 系数 , GLA m 0 时 , RTA qx 
时 因 P, = Co 是 一 常数 , 故 条 件 (1. 157 REA RDUM G5 = 1 时 , ARR 


gi; le GO dr o (modan). (1.17) 


2r i 


因此 我 们 得 到 E 
定理 2 PROC coi) = (一 cci)( 有 限 )， 则 齐 次 问题 By SIR DMEPRA AGE 
无 关 解 ; Fk 一 0 时 ， BERS 满足 条 件 (1. 17) 对 有 一 个 线性 无 关 解 3 < om, 问题 只 
co. 07 
3° BROCE oof) = 0 AMER Ooi) = 0. m 5) 的 一 般 解 为 
| D.O = X. OE 4- DP, QD. 
HA > 平面 ,得 


Plz) 一 XGY p, ,| tan 之 | Z 9, [sin = cos 三 | , (1. 18) 
cos? 三 ， cost = a B 
a E > Po au i ` 
或 
Mp p G= ， Y “PQ, , sin cos z) my € St, 
cost = : ai iig 
a , 
O(z) = | 8 
(z) 一 eQ,- ,| sin Z cos z) » ES. 
PER! a 
sint Ž ttt 
a 
于 是 我 们 有 ss 


O RES ERO wi) = 0， 则 齐 次 问题 Py SAD 2 时 有 上 一 1 个 线性 无 关 解 ; 当 

二 2 时 ,问题 只 有 零 解 . 
当然 也 可 讨论 只 要 求 @( 十 coi) = 0 或 B( 一 coi) = 0 的 解 ， JA. 

1. U BH O(+ coi) 二 oS( 或 有 限 》 这 也 就 是 允许 @， (i) oo, RED. CO 在 

+i 处 有 任意 阶 极点 。 EER BRS ©, (so》 BI 帮 一 般 解 为 ,， 

Xx.) 


TOT Gp ree CO" 
回 到 z 平面 ,得 . 
_ zm 之 z\)_ Xo z 
(z) = X(z)cos Po tan = z tten sin PEE ; (1.19) 
CM oi. 5. 85 31 74,8 cost 二 a. : 
E a 
或 E TEE | 
t (z) = 1 Quyon sin = ,COS 三 | ， z€ St; 
cos* uoc a 
B(z) = l s (1.19)! 
一 1 er? 1 z Z 一 
Q` (z) = Qs sin "E | , ZES. 
. sin’ " Cos , 


并 且 因为 四 。 O= Ott i" TCR i), 因而 
P(a)i= Oe (3 fyl >t o) 20) 
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因 之 我 们 有 . B 
定理 4 BAO oi) 存在 (有 限 或 无 限 ) 的 齐 次 问题 P? 的 解 如 存在 ard X — 
非 负 整 Cm 满足 (1.20); 如 mr 事先 指定 , BRK OG) 满足 (1. 20), MHRS- 2m 时 了 P? 有 
ktm +1 ARAB, 3k —— 2m Ws. MRA RA. | . 
后 我 们 指出 , 运用 无 穷 乘 积 ， 也 可 直接 求 出 XCz)， 从 而 求解 问题 P?. ix HIDE) 
E. BAREIS Pene SABE: ER OSH Lian 为 周期 , 而 4 = 


有 g(t)cot É = dt - 


Pz) = 


2axri 


则 


Ve) = fatto) 十 下 zii], geot : T d, EL, 


VW to) 一 一 Felt) +; sande, gaot fo dr, t; € L. 


2an i 


这 两 个 公式 对 开口 周期 弧 段 也 成 立 . 若 要 证 明 它 们 ，5 Ri cor! = 展开 为 无 穷 级 数 ， 这 


两 个 公式 以 后 我 们 还 要 用 到 . 
4. . 非 齐 次 问题 P; 的 讨论 ER gc seo. Wg. (zo 也 分 儿 种 不 同 要 求 讨论 
1 ERG + col) 有 界 YRO— 1 时 , 问题 (1.5) 的 一 般 解 为 
.$,0) — X, Oy. (+P OIG 


其 中 à 
g(t) dr O 
"E PO = = iln, XEO rt at 
当 过 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满足 一 人 一 1 个 条 件 T oy 
r, £D nag. =0 .人 二 1， 一 不 一 1) 
时 才 有 唯一 解 | | 
回 到 z 平面 , 当 & 之 一 1 时, 问题 Pi 的 一 般 解 为 (7 
D) = X (Ve) + Pi tan Z) ), (1.21) 
其 中 mM MELLE 
| Yo) = =f | cot 十 tan 二 dr 22) 
4k>o 时 ， 可 把 上 趟 右 端 括号 中 后 MEE, 并 入 P 的 常数 项 中 ,而 有 
a gG). t 二 z coy 1 
Pe) = Tarn X55 Xetra (1. 22) 


E: 一 一 1 时 ， 此 项 不 能 略 去 ， 以 保证 当 — Fon} XGOV GO RR. XE ec 1 
当 且 仅 当 满足 一 一 1 个 条 件 BENE | 


1 一 - 


Si SO 

O a Gaue a k 

J. X*(D, osit t d = —0 G _ l, . , A D (1. 23) 
H wa . ` a + NL M 
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时 有 唯一 解 (1. 21)， 这 时 P, = 0, AA V GO 必须 以 (1.22) 给 出 . 
这 样 , 我 们 得 到 . o, 
IE 1 (Hn6pukoesád) wK DOE ci) 有 界 , 则 非 齐 次 问题 P| S kIB—18), PMY 
RA PSR +1 MEER a: 当 &< 一 1 时 ， 当 且 仅 当 满足 一 A 一 1 个 条 件 (1.23) 时 有 


唯一 解 . 
2 ŠKO ci) = $(— oi Hkk > o 这 时 1° 中 一 般 解 为 . 
lz) = xX) (|, Xy ot mta Ps &J). (1. 24) 
令 z =+ ooi 代入 , 并 令 其 相等 , 得 
xc+ Diz], EGO + P+} 
vf. Lf aO EE 
= X(— oi) | 2ax n XP * PK 2 
由 (1.46)， 此 条 件 可 改写 为 | 
1 Go 十 1f gi) . . 
-t S|, esd = GaP — Pah. .25) 


当 = OB, MRG + 1， 亦 即 条 件 (1. 1D 不 成 立时 ， AMERRE, Hix 
P, = 0, = C +1 Sona, Zea: 


Go —1 2cr G) 
于 是 最 后 得 
XG) (>) { | t—z, Got. 
Do = ki ait ot = + E li] de. (1. 26) 
当 二 0 时 如 果 G。 = 1, 亦 即 条 件 (1. 17) 成 立时 ， 则 当 且 仅 当 
i, fhe = =0 (1. 27) 
满足 时 ， 问 题 有 一 般 解 ， M . 
D(z) = sell, eu = di + c), (1. 28) 
其 中 C 为 任意 常数 . 
当 & 之 1 时 , 问题 的 一 般 解 为 (1. 24), 但 其 中 P, 需 满 足 条 件 (1. 25), 亦 即 一 TTA 
有 上 个 任意 常数 . 
M k = 1 Bb. 则 3 CRRE — REOS 
XGQ)[ g| t-z Lt 
D(z) = Gani xe cot z 十 tan - Jar. (1. 29) 


BORK D(+ ooi) = $(— oi), B] n 
git) 


， git) f. 4. u . mu t 
X(+ coi) X* (t) 1 十 tan a | de 一 XC e| ze 1 十 tan a dt, 


亦 即 


(Ga — DJ, f tan t L dt = iGo + Dj, La. (1.30) 


Sct 
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RBI, SA = 一 1 时 ， 当 上 且 仅 当 (1. 30) 满足 时 ， 问 题 有 唯一 解 (1. 29). 

当 & 一 一 1 时 , 则 当 且 仅 当 条 件 (1. 23) 和 (1. 30) 都 满足 时 ( 共 一 & 个 条 件 )， 问 题 有 唯 
一 解 (1. 29); WMH, 5 G- Æ 1 时, (1.290 仍 可 写成 (1. 26). 

总 之 ， 得 : 

定理 2 WERK O(+ coi) = O(— coi)( 有 限 )， 则 问题 P; 当 上 之 1 时 ,问题 的 一 般 解 
中 含有 有 个 任意 常数 ; HR= OW, $1.17) 不 成 立 ， 则 有 唯一 解 ， 而 (1. 17) 成 立时 ， 则 
gt) 要 满足 一 个 条 件 (1. 27) 时 , 问题 就 有 解 , 且 一 般 解 中 含 一 个 任意 常数 ， HACIA, 
当 且 仅 当 满足 一 个 条 件 时 ,问题 有 唯一 解 . 

3 BR O(tLo0iI)=0 当 & 之 0 时 , RAA. 2D, 并 用 (1. 22) Ra V GO, 注意 到 
X(+ œi) Æ 0, 得 


d. (t) _ 
+ ya xt --P,GED- O0. (1. 31) 
Bub. 4k =O, 4AM4C1. 27) 满足 时 有 唯一 解 
Xf ga) PE n 
G(z) = NS gym m d (1. 32) 


"DER 1 时 ,问题 的 一 般 解 中 含 1 个 任意 常数 
当 上 = 一 At, 要 想 解 (1. 29) MERO wi) = 0, 显然 需 且 只 需 条 件 (1. 27) 以 及 


,Rta 565 ase 


同时 满足 ， 且 这 时 解 成 为 (1. 32), 且 唯一 . 

当 & < 一 1 时 , 除 需 满足 条 件 (1. 23) 外 , 还 需 满足 条 件 (1. 27) AC. 33)， 当 且 仅 当 这 
时 ( 共 — k +1 个 条 件 ) 问题 有 唯一 解 . 

故 最 后 得 

定理 3 WARP oi) — 0， 则 非 齐 次 问题 P; SASL 时 一 般 解 中 含有 kk 一 1 个 
任意 常数 ; BROOM, B BUR 一 十 1 个 条 件 时 间 题 有 唯一 解 . 

L RHO 4 wi) = co AUSTR — EX GOV GO 在 = 一 士 coi 处 总 是 有 界 的 , 故 结果 
也 与 P? 问题 时 相同 ， 不 过 要 结合 到 可 解 性 一 同 考虑 . 这 里 不 详细 讨论 ， 只 把 一 般 结 果 写 出 
mF: 

定理 4 如 只 要 求 P+ coi) 存在 (有 限 或 丈 限 )， 则 非 齐 次 问题 P; 的 解 如 存在 ， 则 作 
有 一 非 负 整 数 mm 存在 , 满足 (1.20); ¥m 事先 指定 , BK OG) 满足 (1.20) MEE 
k>— 1K, PMA Pek + 2m 十 1 个 任意 常数 ; 3 — 10 ÀI— 2mh, HAR ga) 
满足 一 上 一 1 个 象 件 (1.23) BH, MARN, BRA PSR + 2m + 1 个 任意 常数 ; 当 
k<— 2m 时 ， 当 且 仅 当 g (7) 满足 一 上 一 1 个 条 件 {1.23) 时 , 问题 有 唯一 解 ， 且 实际 上 是 在 
+ coi 处 有 界 的 解 . 

5. 一 个 特例 ” XS GOD =K 为 一 常数 ( 关 0) 的 特殊 情形 , 这 在 应 用 中 常见 . 

这 时 & = 0, 于 是 (log K 任 取 一 ED 


Jan anil, log K cot! 
_ [^ fe Mic s, 
a 0, Mg € S7. 


_ lgKí, ^. t— 
Z di 一 2xi log sin 


T(z) = 
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AEX te) =K, X C) = 1. 所 以 , 使 @( 士 ooD 有 界 的 一 般 解 是 


Ll. 一 y +, 
Gai, (e E dt +C, z€ St; 
Q(z) 一 1 ] ; (1. 34) 
— g 7 
xal; g cot a dr + C), zE 5 ` 


这 直接 由 推广 的 Plemelj 公式 也 可 验证 . 
QUEER 多 (十 coi) = C oi), WARE Go = 1, 帮 当 且 仅 当 条 件 (1. 27) ,现在 是 


n gadt = 0 (1.35) 
满足 时 ， 问 是 有 解 ， 且 一 般 解 就 是 (1. 34 | 
An SEX P ooi) = 0, 则 当 且 仅 当 (1. 35) 满足 时 问题 有 唯一 解 ， 只 要 在 (1. 34) 中 令 
C =0 即 得 . 
如 要 求 DO 满足 条 件 (1. 20)， 则 只 要 在 (1.34) 中 把 C BCH Qo, sin 三 ,cos 三 | 或 
(1.14) 即 可 . | U 


$2. 开口 弧 段 和 间断 系数 情况 


1. 问题 的 提 法 和 转化 本 节 考 虑 L E p NIP CEM Ra. — 1,…,p) 构成 的 
情况 , 而 G0) ,g C) 在 每 一 弧 段 上 连 端点 在 内 均 CH, HCG) 天 0. -MWER a, 为 起 
点 , b 为 终点 , 而 构成 正 向 。 0 

把 anb, 统一 记 作 cy，… ,czp， 和 经 典 情况 一 样 ( 见 [8],$79), 可 以 把 它们 分 成 两 类 如 
T. 在 每 一 4,5, 上, 任 取 log GO) 的 一 支 , 设 

| F gile GC) = a, cif, jedem. 


ZE, M =a 时 ,左边 取 负 号 ， "HI HUES. Ma 为 一 整数 ， 则 称 c; 为 一 特殊 
Wis 如 oy 不 是 整数 ， 则 称 c, 为 平常 端 . 记 所 有 平常 端 为 c,… sen, 特殊 端 为 esci. 

我 们 要 求 (1. 1) 的 分 片 全 纯 周 期 解 ,使 在 平常 端 < ,…,cv(g<m) 附 近 保持 有 界 ， 而 在 其 
余 端点 附近 ,至少 无 界 可 积 . 把 这 种 解 仍 称 作 属于 hh 二 h (ci，,… ,cs) 类 . 和 经 典 情况 一 样 ,可 
以 证 明 ,. ,这 样 的 解 如 存在 ， 它 在 特殊 端 附近 必 几 乎 有 界 : limG = c6) = 0 G >m), e 


为 任意 小 正 数 . 
定义 间 题 (1. 1) 的 指标 如 下: 对 于 特殊 美 c， Aj — 5; we y j< 时 ; 选 
FRB A; BH O<aj+Aj<1, M jSgqH .使 一 1 过 a 十 罗 二 0， 称 ' 
k=— MA o m (2.1) 


为 问题 (1. 1) RFR h, 的 指标 
仍 用 (1. 4) 变换 到 5 平面 , 问题 就 转化 为 (1. 5)， 因 为 L 都 不 经 过 (1. 4) 的 奇 点 ， 所 以 
G,(r),g.(r) XE D, 上 仍 保有 原来 的 性 质 ， 且 各 端点 的 类 型 也 不 变 ， 因此， 求 原 问题 (1. 1) 


TE 3S h Ce, ,co) 中 的 解 ， 就 变 成 求 (1. 5) 在 类 疡 (cr ,cr ) 中 的 解 ， 这 里 cj 二 tan a (7 一 1， 


XR. 
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i25), BE t= ti 处 仍 保留 有 任意 性 ,而 到, Coo) WU BUB PE. 

2. 齐 次 问题 P? MITE AIR OC Kooi) PETRA, 和 问题 (1. 5) 的 解 的 性 质 一 样 , 我 
们 知道 : 齐 次 问题 P; 的 解 2) ,在 特殊 端 附近 ， 必定 有 界 ; 在 平常 端 附近 ， 如 有 界 ， 则 必 

1” RODAR ”这 时 间 题 (1. 5) 在 h, 类 中 的 一 般 解 为 

| | D.D = X. (PO, s 
EPX. O =D. Oe, Ti Us 


—.q- Ipe-«». rio = zl. BEER, 
回 到 。 平面 , 得 (1.1) tp, 类 中 的 一 般 解 为 


Pe) 一 = X GP. tan z) , (2. 2) 

其 中 典 则 函数 MEME 
X(z) = Wiz), (2. 3) 

m . . ` ` "n A : 
2p ; z C; àj u 
Iz) 一 其 他 >» | (2. 4) 
re) = = aril, log GO) cot Ë dt. (2.5) 
如 再 把 IG) 的 一 常数 因子 并 入 P, 中 ， — 2) 还 可 写成 
. z el iR 之 

D(z) = [isin ZS er 0d, [sin 了 ,Cos 一 J. (2.6) 


EX, DWPES1QUuAEYO C TELE 
2 KK Cb coi) =p coi) (有 限 ) — 这 时 仍 要 求 条 件 (1. 150 成 立 , 但 现在 


a. 
了 


-ec Li] 
X(— coi) 2p tan — 十 1 | 1 : 
Go ~ 一 一 一 一 exp 一 一 log G (t) dr) 
XH oI) ja tan  — i ss]. 
2i 1 
-q- D'exp|— $e — 去 | Ios Gu) ae}. | (2.7) 
注意 上 一 0 时 , Go = 1 的 条 件 (1.17》 现在 成 为 … | 
2p 
aril, log GG) dt 三 一 26 (mod az). (2. 8) 


当 所 有 c; 为 特殊 端 时 , A — 0,02. 8) BERAG ID 
因此 ， 这 时 定理 仍 成 立 ， 但 其 中 条 件 (1: 17) 一 般 地 要 改 为 (2. 8). 
3° £X O(+ wi) = 0 这 时 间 题 一 般 解 为 


DG) | 
.1 之 一 Cj e . 之 之 
(z) = [ 1 sin’) 二 一 一 - Q,-.| sin 一 ,cos —|, (2.9) 
LA a c E a a 
j cos — 
a ， 


D 当然 , 要 把 解 理解 为 hs 类 中 的 解 ,理解 为 类 中 的 指标 ， 下 同 . 


eens ee A ee HER ME AOR ae nn tm me 
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HEH 3 仍 成 立 . 
4^ AE BCL coi) = co "PT 一 般 解 为 


= sa eT Cj . e QE 三 | 
$(z) Jisim , Qi+om{ sin 40008 I» (2. 10) 


且 条 件 (1. 200 和 定理 4 成 立 . 

类 似 地 可 以 考虑 相 联 周期 边 值 问题 及 在 相 联 类 中 的 解 ， 并 进行 讨论 ; 其 结果 与 经 典 情 
Bü], JARS. 

3. 非 齐 次 问题 P 的 讨论 ”这 时 , 和 经 典 情况 一 样 , 不 论 对 B( 土 coi) 作 何 种 限制 , 在 特 
殊 端 c 附近 , W GCA, 则 Blz) 仍 有 界 ; Gio —1, 则 一 般 B(z) 只 能 是 几乎 有 界 ， 除 
4E gc) =0 ( 见 [8], § 81). ! BE 

对 BC+ 001 PPAF $ 1 "P DP— aS, 那里 的 讨论 这 里 均 成 立 , CRY ~4' d 
RZ; 当然 , EXORA. 32 , 而 提 到 的 条 件 (1.17) 要 改 为 (2. 8). . 

一 个 特例 ”为 着 以 后 应 用 和 需要， 考察 一 特例 ，L。 RE x S8 ERE YS Il 


U<tan), H.G(G) —— K 是 一 负 常 数 的 情形 . 并 求 在 类 hh 中 的 解 , 即 在 < 二 土 / 处 允许 无 


界 可 积 的 解 . | l 
这 里 c — —1, c;—--l. Blog(— K) = In K + xi dn K 指 实 值 ), 因此 


aio —l-B. atip = tie, 


其 中 已 设 : 
ln K 
i 一 2x . (2. 11) 
Hi, ENRETE m., HE hk 类 中 ，hN 一 0，? 一 一 1， 即 指标 一 1， 这 时 易 见 
T un tan = — tan £ 
DG) = Of cot E di 一 [1 — ip} tog a T 
ant ! a ? tan + tan — 
` a a 

从 而 


-l pig -l-ig 
X(z) = I(z)e™® = [tan £ + tan 4] ? tan = — tan 二 ? ， (2.12) 
a. a a a 


这 里 已 设 = FREY WA, AX) 已 任意 取 害 二 支 , 例如 :. 
lim tan = A(z) = 1 . (2.13) 


it bor 


因此 ,如 补充 要 求 罗 (十 oo0i) 有 界 ， 则 问题 的 一 般 解 为 


XQ) gi. LUE E PE 
(z) = E xO a | Cotan a 4C, . 7 (2. 14) 
如 要 求 BC+ coi) = O(— coi), 则 因由 (2.7), 现在 
Gn =— KË, 


故 自 条 件 (1. 25) 知 ,， 需 选取 C, C 使 得 


EP Gs — 1 1f (t) 
€ 一 ic EG = nail, X ahd 
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所 以 最 后 有 
na Xo ga t-z 
Q(r)-— ani E "a 十 iar -+ CX (z) tan — eie . (2.15) 
如 要 求 OC + coi) = 0， 则 由 (1. 31)， 应 选取 CoC, 使 
] f gG) 
o; Z Co mE 2an l, KO e =o, 
因 之 得 唯一 解 TEN 
_ AGO. ga) toz ER 
iz) = $e X cot a tan 7 di. - (2.16) 
特别 地 , 如 GG) —— 1, BK = 1, 则 由 (2.11), 8 — 0, 于 是 
1 R(z) = tan? 4 tan? Ž (2. 12)' 


(dA RG) a a’ 
HY R(z) REAR ERC. 13) 的 一 —x. EE 由 上 半 平 面 趋 于 7, 上 的 


点 时 , MRG) 取 正 值 的 一 支 . 
这 时 要 求 @( 士 coi) 有 界 的 一 般 解 为 


Xo) = 


Cotan » +C: 


1 i 
iz) 一 XADZRG rt) N RG) tÉ = dt 十 一 一生 一 一 . (2. 14)! 
2axi^/ R(z) | g co ^/ R(z) : 
要 求 B coi) = B(— coi) 时 的 一 般 解 为 Ul | 
O(z) = ne. gà) JRO) cot 上 — tan — |dr 
Zan i JRG) a 
(2.15)! 
这 里 后 一 根 号 应 理解 为 : 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 Y. 上 的 点 时 取 正 值 . 
BSR O(+ ci) = 0 时 的 唯一 解 为 
D(z) = (1) VRO) t— — tan =| dr, (2.16) 
° nx VR ED LENE mal 


s. 间断 系数 情况 LM $1. MCW.) 在 L。 上 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 
c， 在 每 一 以 二 相 邻 间断 点 为 端点 的 “连续 弧 ” 上 (连同 端点 在 内 ) , 33 EH, AGW) 40. 

仍 与 通常 一 样 ， UG (ce; + 00/G(c; 一 0) 不 是 整数 ， 则 称 c 为 平常 端 ， 记 作 ci,… ,c; 如 
它 是 整数 ， 则 称 c, 为 特殊 端 , 记 作 cues ,cp， 要 求 问 题 (1.1) 的 类 hh = AG sse GX 
m) 中 的 解 ， 即 在 c,，… ,cs 附近 有 界 ， 而 在 其 余 端点 附近 至 少 无 界 可 积 (在 特殊 端 附近 , 必用 
FAR). 

类 似 地 定义 指标 ( 见 [8], § 85). 从 某 一 端点 开始 , IB Lo 正 向 环行 ,在 第 一 “连续 弧 ” 上 
EW log GC) 的 一 支 ， 而 在 每 越过 一 间断 点 c, 时 , Blog Gle; + 0) 的 一 支 如 下 : 设 


一 二 iclog Gc; + 0) — log G(c; — 0)) 一 oj + ifj, 


如 c; 为 特殊 端 , 则 使 w=0; 如 cj 为 平常 端 , 当 j<g 时 , 则 使 0<aj<1， "— jt) 
f&—1«a0. 这样 ， 直 到 出 发 的 端点 的 正 侧 为 止 ， 我 们 称 
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= zlog GOI, = + arg GOJ, 


(包括 各 间断 点 处 的 跳跃 ) 为 问题 (1. 1) 属于 类 n, 的 指标 . 定 出 指标 后 ，$ 1 中 的 一 切 讨论 ， 
甚至 所 有 公式 ， 均 可 搬 到 这 里 来 ， 这 里 就 不 再 重复 . 

附注 1 单 周期 的 Hilbert 边 值 问题 可 以 用 这 里 的 方法 转化 为 经 典 的 Hilbert 问题 ， 因 
此 可 以 认为 完全 解决 . JL I. Uu6pukosa 曾 对 某 种 特殊 域 作出 有 效 解 〈 见 [9]. 但 本 文 作者 
只 看 到 苏联 数学 评论 中 的 摘要 ) ， 用 这 里 的 方法 ， 还 可 对 更 广泛 的 域 作 出 有 效 解 . 

附注 2 ”用 这 里 的 方法 ， 还 可 解决 带 变 位 的 周期 Riemann 问题 . 


第 二 章 ”在 弹性 平面 问题 中 的 应 用 


$3 预先 的 说 明 


本 章 中 将 讨论 各 向 同性 的 弹性 平面 或 站 平面 中 的 某 些 周期 边 值 问题 ， 这 里 主要 是 推广 
[7] 第 六 章 中 的 许多 结果 到 周期 情形 ， 假 设 所 论 及 的 边界 条 件 都 是 以 ar 为 周期 的 ， 我 们 永 
远 在 下 述 假 定 下 求 问 题 的 解 : 应 力 、 位 移 都 以 ax WA, BH GERAD) 还 是 有 界 
的 (位 移 却 不 一 定 ). 

为 了 以 后 需要 ， 先 回忆 一 下 honocos-Mycxenmenun 方程 Ci [7]， 第 二 章 ). RA 
0;,0y;Twy 分 别 表示 任何 点 x = x 十 iy 处 的 应 力 分 量 , u,v 表示 位 移 分 量 ， 则 有 


o, +0, = 200(2) + Pe, © (3.1) 
o, — 6, + Zit,, = 2020’ (z) + Y(z)3, (3.2) 
2uu + iv) = Koz) — z 9'(z) — 4D, (3. 3) 
其 中 , 
DZ) = p'le), Ple) = Y (z) (3. 4) 


为 弹性 体 所 占 域内 的 某 两 全 纯 函数 . 一 般 , 虽然 *," 是 单 值 的 ， (AMT AE ez) 900 是 多 值 解 
析 的 . 这 里 


201+ 4) 


= —— (3. 5) 
Hh E fü o 分别 是 弹性 体 的 杨 氏 模 数 和 泊 松 比 ,又 


3-0 


k=3—4 或 “一 1 二 7 (3. 6) 
随 平面 形变 或 广义 平面 应 力 状态 而 定 ， 因 EE > 0， 0<o<>， 故 知 
BIO, 1«x*«3. (3. 7) 


如 弹性 体 是 半 平 面 ,我 们 永远 设 为 下 半 平 面 $-,， 则 还 可 以 只 用 一 个 全 纯 函 数 来 表达 应 
力 和 位 移 分布 ( 见 [7], 8 112). 这 时 , 24 z EEK KM St 时 , > 
Plz) = OZ), Viz) = FG), = ES+， (3. 8) 
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然后 再 令 
D(z) =— Oz) — 2D (z) 一 更 (z)， > € St, | (3. 9) 
则 (3. 12 ~ (3. 3) 便 可 改写 为 
十 oa 一 2[G6(z) + (22), (3. 10) 
9, — c, + it, = 20(z — z)9 (z) — Plz) — G(z)) (3.11) 
2, — ity = Bz) — 6G) + (x — z) WG), (3. 12) 
Qual + iv!) = kÓ(z) + (x) — (x — 2) A (x), (3.13) 
此 处 w =% v=, H p 
2u(u + iv) = kg) + 9) — ez) 8 G) 十 C (3. 14) 


(C 为 任意 常数 ), 这 里 不 论 z 在 5S- 或 S+ 中 , 均 已 令 p'(z) = (0). 此 外 还 要 注意 , 在 x 轴 
上 无 载荷 的 部 分 , Oz) 在 S- ASt 中 互 为 解析 延 拓 .， - 

与 通常 弹性 平面 问题 不 完全 一 样 , 对 于 周期 的 弹性 平面 问题 , 在 zx = + ooi 处 存在 有 应 
力 和 位 移 : az( 士 cci),…， 对 于 半 平 面 周 期 问题 , 则 在 = = 一 ooi 处 有 应 力 和 位 移 ， 它 们 应 
理解 为 在 以 上 诸 式 中 令 = >t coi 时 的 极限 . 在 + coi 处 的 外 应 力主 矢量 XC + coi) 十 
iY (+ ooi) 应 理解 为 在 一 个 周期 线段 z Be 十 ar 上 应 力主 矢量 的 极限 ， 即 

X(+ œi) = ant, (+ œi), 了 ( 士 coi) = ano,(+ œi). (3.15) 
如 前 所 述 , 我 们 恒 假定 它们 是 有 限 的 ,但 一 般 地 在 = = + ooi 和 — ooi 处 的 值 并 不 相等 . 

我 们 有 下 面 二 引 理 . 

引 理 1 如 弹性 平面 中 有 一 列 以 ax 为 周期 的 孔 ， 在 孔 边 界 上 周期 外 应 力主 矢量 为 零 ， 
而 在 z 一 士 coi 处 的 外 应 力 为 o — o, (45 oo) c = rp (E oo 9, 则 (3.3) PH GO plz) 4 
单 值 ， 且 


Az) = Hz) + Be, (3. 16) 
VG) = dy) — z$'(z) + epz = (kB — Bx — zd (ze) + lz), (3.17) 
其 中 
一 和 十 这 
p= Ipk? ` (3.18) 


Q(z) pe) 均 以 ar 为 周期 , RAR. 
证 pe) ye) 的 单 值 性 和 mwm(z) ,加 (z) 的 周期 性 证 明 见 [6], 855. 我 们 来 证 明 后 者 的 
有 界 性 . 


& t = tan =, B eG) bl ax 为 周期 ， 故 知 


Q(z) = CE) 
为 So PRS AR So AS PAF S 的 对 应 域 ). AES = i 附近, 设 


十 co 


Teo 
pw (D 一 » aE m i)” = » anre, t 一 i = re”, 


下 一 一 co 天 一 一 oo 


于 是 


© 因 在 孔 边 上 外 应 力主 矢量 为 零 , BUE = = + coi 处 的 外 应 力 必 相等 ,以 保证 平衡 . 
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2 of 
dux) 一 CH (z) = qi) m = it 4 rate 


a 
代入 (3.1) 中 , 为 要 使 o,,o, 有 界 , 易 见 必须 
CO 一 1)a， +H nae"? 十 [Ga 一 1)a — naie ™ = 0, n=—1,—2,". 
出 0 的 任意 性 , 立刻 知道 4, = 0,n = 1,2,…， 这 就 证 明了 gy (D EE = i RAR, AB 
g(x) 在 z= 十 o 附近 有 界 . 同 理 可 证 它 在 x =— o 附近 有 界 . 
对 于 pe), 注意 到 (3. 2) 式 现在 可 改写 为 
0, — 0, + Bitz, = 20 — zR") + d G2) — A G) + B+KRI, (3.19 
又 易 见 在 > 一 士 coi 附近 , € GO. BG — $" G) 一 0,804 Jv GO AR. 由 此 也 立刻 
知道 ¢o(z) 有 界 . 引 理 证 毕 . 
引 理 2 在 弹性 半 平 面 的 周期 问题 中 , (3. 10) ~ 3.13) PHO) 必 在 全 平面 中 以 ar 
ARH, LAR. | 
证 ” 先 设 z € S-. 由 (3.10) 易 证 ( 见 [6], § 55) 
] Oe tan= H(z), z€S. 
因 S- 是 单 连通 的 ,所 以 立 得 
m Blz ax) — 6G) C, z€87, (x) 
其 中 C 为 常数 .由 (3. 12), 因 其 左边 以 ax 为 周期 , 帮 
D tar) =G2)4+C, z€S. 
亦 即 (* ) 式 对 zx € S* 也 成 立 ， 再 由 (3. 13) 左边 的 周期 性 , 立刻 知道 C = 0. 因而 多 (z) 在 
全 平面 中 以 ax 为 周期 . 
Ple) 在 zx =— ooi 附近 的 有 界 性 证 明 与 引 理 1 相似 . 在 x = 十 sci 处 的 有 界 性 随 之 从 
(3. 13) 立 得 . 引 理 证 毕 . | 


$4 弹性 平面 中 的 周期 焊接 问题 


弹性 平面 中 一 般 的 周期 基本 问题 可 化 为 积分 方程 处 理 , 本 节 中 只 讨论 用 周期 Riemann 
边 值 问题 的 方法 更 快 地 求解 周期 焊接 问题 . 

1. 弹性 平面 和 焊接 物 材料 一 致 的 情况 ” 设 弹 性 平面 中 有 一 列 周 期 孔 ， 其 边界 为 Los 
Laot ŒD, Uar 为 周期 . 今 在 各 孔 上 焊接 材料 相同 的 垫圈 ， 设 孔 边 和 垫圈 周 线 间 的 位 
置 差异 已 知 : 

(ut + ivt) — (uv + iv ) = g@), tEL, (4.1) 
g(t) 也 以 ar 为 周期 , 并 设 g'() € H. 在 z = 土 coi 处 外 应 力 为 o,r. 求 弹性 体 的 平衡 . 由 
E3238 18, (3.160, (3. 17) 中 的 (Cz) ,Volz) 以 ar 为 周期 HAR. 
由 [7], 8 109, 问题 可 化 为 求解 最 简单 的 Riemann 边 值 问题 : 


Nom (GN DARE; 
e 0)—9 (=e es p G-—4$ D= 


D 在 +z 轴 上 , 在 载荷 不 为 0 的 地 方 上 处 ， 这 要 理解 为 
PtU taD = PHA, DTU + ar) = 670). 
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Herc L, WAG) =— g0) — tg (t). 
把 PC Pt) 换 作 QD) hot), 立 得 


Aa) —dq4 一 go, (4. 2) 
MORR HOE. Eh (2), (4. 3) 

其 中 
holt) 2 — g() + G — Dg. (4. 4) 


BRAC) 已 是 以 ax 为 周期 的 函数 , BCH. 于 是 问题 化 为 求解 周期 Riemann 边 值 问题 
(4.2) 和 (4. 3)， 并 要 求 pa) p) 在 x = + ooi 处 有 界 . 
这 两 间 题 的 指标 -—0, 故 其 一 般 解 为 


a) 一 Lui Daw, g(t)cot “= ae, (4. 5) 
We) = v ui ee = dts (4. 6) 


这 里 已 略 去 了 任意 常数 项 ， 因为 它们 只 会 影响 整个 系统 的 刚性 平移 . 

用 (3.16),(3.17) 回 到 ge) pe), 便 可 得 最 后 所 需 结果 . 

附注 1 ”如 工 是 一 排 周期 性 裂缝 ,以 上 所 论 也 同样 地 成 立 ; 但 这 时 要 求 g(1) ELKE 
端点 处 必须 为 零 . 

附注 ?如 讨论 的 是 有 一 - 诽 周期 孔 的 半 平面 或 无 限 带 形 ， 则 问题 可 化 为 半 平面 或 无 限 
带 形 中 的 周期 第 一 基本 问题 , 方法 同 [7], $ 109， 对 于 半 平 面 的 周期 第 一 基本 问题 , 还 可 参 
看 下 节 第 一 段 . ， . 

例 1 一 排 圆 孔 、 加 执 图 的 特例 (材料 相同 BL 是 半径 为 HO, [z| =r, 垫圈 也 是 
A. 但 半径 略 大 : rte, 67 0. 并 设 在 z = + ooi 处 无 外 应 力 . 于 是 


i Et 
ga) 一 一 se = : 、 
- t — re € Ly. 
Et -~、E E EL 
AG) =2-@-p a2 _ =, 
r r [4 r 


现在 c =r = 0, H4. 5), (4.6) 立 得 


atza] 4 pr = © Ses 
a 


yy = HE 
f) = x nasi], 
H 0, zcs 9 
ile) = ar t\ tae 
$0) = qur basi], Door L d 
.àue |2r zx — 2r X . 
o efile » q cot J, ze st 
Auer z - 
(e+ 1)a°°t a zES 
AZ gepe), RRA 
2pe z 4 
n=] kx 十 Tr’ z€ Sf; 
0, zi€.S^, 
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n 4 L cot = , z€ St; 
glz) = 4 
MENT SZ 3 . - 
+t Da a z€ S`. 


对 于 > € SIG 二 十 1,7), 只 要 作 周 期 延 拓 . . 
4a 一 十 oo 时 , 还 可 得 出 无 限 平面 一 个 贺 孔 的 焊接 公式 


2pe z " 0, z€ St, 

一 *, z€S*; 
a= ktir LB Auer zE S- 
0, oz€$, (e+e E 


这 和 [7], $ 109a 中 的 结果 一 致 . 

2. 弹性 平面 和 焊接 物 剪 切 模 数 相同 的 情况 es rt 的 材料 不 一 致 ， m 
TUR y 相同 , 只 是 杨 氏 模 数 或 泊 松 比 不 同 ， 这 时 间 题 仍 可 化 为 周期 Riemann 边 值 问 题 而 解 
决 . 

设 对 于 垫圈 SMA, =r, MOP RIES”, e=. EL EMA FRR 

POH PIO E 40) — 9 (Ote O +O, t € L. (4. 7) 
Arte L AL ABER QU + iv*) 一 (uT tiv ) = g(t), ‘Ae’ (t) €H, 则 由 焊接 连 
edd 得 
gp G)—t oO 6 leg onr T p Oy o id +2ne(t), i€L. (4.8) 
将 (4.7) 和 C4.8) 相 加 ， 1818 pz) 所 应 满足 的 Riemann 周期 边 值 条 件 ， 


& 十 1 " 
go Ee O 十 cg. (4. 9) 
对 于 9G) 所 应 满足 的 条 件 ， 只 要 在 (4 D PRAHE, 并 将 (4. 9) 的 结果 代 人 : 
PEA) —47G) => Epa) — yO) 十 t(p'*Q)-—o 17 (2. (4.10) 


现在 再 把 p(z) 90 改 为 周期 函数 @(z) ,内 (z) 如 下 ,这 时 (3. 160 (3. 170 仍 成 立 , 但 
WF St MS” 中 的 zx, 公式 中 的 8 也 有 分 别 不 同 的 值 [ 见 (3. 18)]: 


一 十 1 —o+ir 


p= The? 8-7 Ipe’ (4.11) 
RE o,r 仍 是 > =+ cei 处 的 外 应 力 . 由 此 易 见 l . 
Patet = B A4+e7) =o Hir. (4.12) 

现在 代替 (3.16) 和 (3. iD. 在 S+,S- 中 分 别 有 - 
g'G)-g GE, pesg eHe z: (4.13) 


pt (z)=¢t (z)—29'* (z)+ut Bre, COEM (z2)— 29!" (z)--k" Boe. (4.14) 
边界 条 件 (4. 9) 现在 成 为 对 于 lz) 的 边界 条 件 


qo = SH lg + a ew. (4.15) 
对 于 边界 条 件 (4.10)， 现 在 化 为 加 (=) 的 边界 条 件 . 
dt O—ds D=— Ce (0—8$ OIF G—D (pit Gp I+ 20—DReC8* — 87) 


ee), 


_ t 00 — 
GEOH) (4.16) 


=—@WO-EOI+0—D pt ep XO 
Bi (4. 150, 立即 可 写 出 (不 计 刚 性 位 移 ) 


| 一 te 


— 


pete 


RI qe) iO, T etf Ce) RUED AE m SRL HB ELE CAL 103 
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+ — > E = t oe. 
Q(z) 一 o a- Daril., gor 4 Z ae z ze St; l 

qx) = (4.17) 
TAG) E Da. gacor" * de z € S7. 


BEA at (2). O) 代入 (4. 16)， EDRI HG). TA 
WER gc) 满足 条 件 


J, som 75 d=0, ,EST, 9»  . 419 


_ 2p - 
BO= G ia pe | 
以 此 代入 (4.16), 3E m r= 0, aD 


ve) — go) = IC Or De rotina LE 


PUB e BOW Tt.. 且 因 送 时 Bt goo), BALCH) Ra. ro 也 
5a. a6 和 63， 17) 4 Bi= o AN, Bhoxeoud Go tB. 0 on 10 coi 

同 理 , 如 c = r= 0, 且 对 z € Stgo) MERU, 18), METERMAN, Be L 
ET. 于 是 我 们 得 到 ， 

定理 KRM FT B fo 9 EUR AR WRK, 而 有 不 同 同 的 «， 并 设 在 z = t coi 处 外 应 
力 为 0， 如 筷 边 与 垫圈 间 的 相对 位 移 g(t)， 对 于 =E S-( 或 S+)， 满足 条 件 (4. 18)， 则 在 S+ 
$e S RAKED de SIEHE da de BR (0 3929 t (A mea. 

前 段 中 的 附注 1 和 2 这 时 也 对 . 

$/2 同 例 1, 但 xt+ 和 和 w- 不 同 . 现在 一 = o, RB ew) =~ t, 而 


arp E 


t—2z j 

[eme e 

故 由 定理 , 立刻 知道 例 1 的 结果 仍旧 是 于 的 ， 只 要 把 < BRA e. 
Arer [17 1 Z + 
_ 2p8z . +. m — --cot ， £€ Sj, 

Ke) | ct De z€ Sf; je) = K rrr a z) 
. Sr er - 
°» FES Cth Da a’ ees. 


3 5 弹性 半 平 面 中 的 周期 基本 问题 


1. 第 一 基本 问题 设 弹性 体 占 有 。 :的 评 半 平面 5 L2 Wz Ht. ASO. : 设 


.已 知 在 z 轴 上 的 外 应 力 分 布 


a,(t) == Pa, "e0-TO, o5 707 (5.1) 
它们 分 段 地 € 五 ， 且 以 ax 为 周期 . ix dio, 写成 — P, 意 指 己 是 压力 分 布 . 我 们 仍 设 应 
力 、 位 移 均 以 ar 为 周期 , 且 启 办 有 界 . RAE TIME RIC TRO qo 称 为 第 一 基本 问 
E. 我 们 要 证 明 . 
定理 1 ”在 上 述 条 件 下 ,第 一 基本 问题 的 解 将 在 且 唯一 UU 


30 (PET RRR RAT pe. 


下 面 我 们 不 仅 证 明 这 一 定理 , 并 指出 求解 的 方法 . 
由 (3.12)， 现在 的 问题 是 求解 周期 Riemann 边 值 问题 


$'0)—4-(0) = PO TO, (€ LGBD, (5. 2) 
HERK S(t œi) AF. ,因为 现在 指标 = 0, ,所 以 立刻 知道 
| R | | 
Pe) = gil, (P(t) 4 iT G3eot — di D o (x) 


其 中 C 为 某 一 常数 ，Zo 以 后 永远 指 线段 一 Tani la 


为 要 确定 C， PE EBE Bi, RTC) RB, 如 未 计 弹 性 体 
刚性 平移 ， 可 得 


gz) =— “a CPG) + iT G)3log sin É 
其 中 对 数 已 任意 取 定 一 支 E 
注意 六 当 = 例如 沼 水 平 线 增加 ax 时 ， Z= E RRD, H o — sin Z JA o EH e, 
且 当 = 在 FC 上 ) 半 平 面 时 ， arg JR BP) ane $5. 因此, Bee s- 时 ， 
wz fax) = zi, (Pit) + iT GO (lóg sin 2 


27i 


一 dt + Cz, 


— pint Catan) 


ga) 一 i| ip + Tdi 4 Can, (5 
SO. 2 ju k 


9 十 amy 内 一 mil, (P(e) + TTG [log sin —* =i a) + Cz uL 
= 92) 十 zl (P +iT)de + Can. 
Egje opo ap mms 


Az, HG. 14), 为 了 位 移 的 周期 性 ， 必须 
K(gXz 十 ax) — 9(z)) 十 (92 十 ax) 一 以 z) 


= SGD] P+ itd — 6 + Dear = 0, 


从 而 " . 
LE—À, —~1i«=1 | 
c= Sailr (P 二 iT)d TACITO. (5. 3) 
其 中 已 令 7 mM l 4 
4. S dx i . j i. wee ng ' E zu 
P= ax], Pt T'- as], T Oat (5. 4) 
所 以 , C 的 值 代入 (x ) 式 ， gui we, aue Aer 5 | 
6(z) = sails, (Pi) + iT G)Jcot —3 dt + + Lt eam 4iT*). — (5.5) 
定理 证 毕 v e E EE 
MR Ha EROR, WD: PARKIIN, 而 有 
一 一 1 1 — 1 * 2 ^ i i 
Be) = ili EO + Tres ae + lIY re OD 


vi 
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" ,7T ”有 简单 的 力学 意义 ; 它们 事实 上 分 别 是 = = 一 ooi 处 的 外 应 力 压 力 和 剪 切 力 . 
nes 12) 便 能 看 出 . EEG. 10) ) 和 (3 12) PS > —— ooi, 注意 到 


* lim @ —z)D9(z)—0, | (5. 6) 
立刻 得 知 
4, (= coi) + 0,(— doi) = 4Re @(+ ooi) =— t Pi, : 
oy coi) — it,,(— ooi) =— (P* + iT"), 
于 是 ， | BEEN 
B e,(— œi) s~ P', ro( 一 coi) — T', (5. 7) 
27 uL Be, 
o,(— col) 一 一 ite GUB 


G MARANA bare SS ELS UB S7 中 一 个 周期 半 带 形 ， 考虑 到 应 应 为 的 周期 
tk. 左 、 右 两 边 上 应 力 彼此 相 消 , 立刻 就 得 知 上 述 结果 ， 

”注意 到 (3. 7), DMMP? > 0 时; 由 (5.8) 知 o-( 一 coi) <0. 于 是 我 们 有 下 面 的 推论 : 

推论 “在 半 平 面 第 一 基本 (周期 ) 问题 中 ， 如 在 边界 一 个 周期 上 正 应 力 合力 是 压力 ， 


n Pdt 一 arP > 0, 则 在 = 一 一 coi 处 的 or UAB, AGB. 0. 


附注 如 果 把 水 平方 向 位 移 周期 性 条 件 改 为 准 周期 的 ， 即 只 BOR ule Lax) <ule) + 
9， 其 中 9 为 一 待定 常数 , 而 另外 已 经 给 出 o( 一 :obi)， 则 第 二 基本 问题 也 有 了 唯一 解 . 

Bii 设 在 半 平 面 边 界 上 部 分 地 受 有 周期 均匀 压力 ， 求 弹性 平衡 (图 6). 

设 P 是 一 常数 , 而 在 边界 的 一 个 周期 上 ， MEL 


1, H 
P, HEJSAN E 27 AU 27 
P) -| THO = 0. ~ O 1! z 
0, l< HES lan, oy . ， ae.: ' ; 
记 7 WRE —1<t <1, BIBISUENIE. XR P" = G BAG. 5)", 
_ t—z "v 
De) = i| cot dt + Ll ax (5.9) 
RAG. 10) 和 (3. 112 中， 容易 计算 出 
, P n 一 ` tm i IÈ ae t ou 
pete tem wo), ee] ae” 
^ P@—Bsin 2 mE 0.10) 
0, — 6, + 2ir = 一 -一 一 一 一 一 c= ap | 
y T Or T Alay = EE n E TERI ar 
ari sin. sın ^ —— a 


此 中 [arg sin = 27), 表示 sin = 的 辐 角 当 : "a 7, B 一/ 变 到 十 /时 的 增 量 . 


如 果 在 (5. 9) B41-0, Poet! oo, 但 保持 22P 一 Poy 这 就 变 成 在 边界 上 有 一 组 周期 
集中 压力 Po 时 第 一 基本 周期 问题 的 解 ， 这 时 (5.9) RI 
Pz) =~ cot = + - 1 B, 


TASK ASR C5: 10 EE En 


(5.11) 
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f 十 ay 一 一 an ™ cot dus " + 1 am. s] "EM 
a: _ Po — 2) < 一 1 2P， 
9, — 0, F Bitay 一 z «k+l an’ 
aêr i sin? » a, 


如 果 在 (5. 10) 中 令 a 一 十 oo, 便 回 到 半 平 面 上 在 一 段 区 间 [ 一 2,7] 上 上 受 有 均匀 压力 P 
时 的 应 力 分 布 ， mE 


6, 十 0, = 2P kargt — z)]n: 


| - (5. 10)' 

. 2 已 (z — z) 

0, — Oz + ZiT zy = nite? MN zi) $ 
yz 


这 和 [7]， § 93a 中 的 公式 一 致 
PURE, ZEG.42) BS a 4 co, ML SER REIP, 时 的 解 


ah E Hes 
ni ZEILE [Oz oa PEE PP, ) pore fe ， nel 
BE B 2v 204 MD © (8. 12)! 
yo ES Be PP : & 
0, 一 0, + 2it,, = 20 mi 
例 2 同 例 1, EY, tamsia, " 
E nos ves oT, Uer SU 
uP E, HAE T (t 一 i E ° ^3 " 
: f y= ()- 6, le zx «lax ， 
QUU dado ord abu No 398 WR Tig cop 
由 于 这 时 P* = 0, 故 由 (5， 5», pa P ` Ue Iu Bu. d " 
»* re 3 = 一 一 t—z ` 7 ` 
l 1 lz) a]. cot di. (5. 13) 
由 此 代入 (3. 107 和 (3. 12) ,容易 算出 
las M 一 之 d . » . UB S 
o +o, = 2T in Saa a mE B 
x y = uin 9 ， 
n. sin! T z 


|. . (5.14) 
<2) Ts -Dsi 2 r | 

` + "un T EL 
uM ant si sin [ETE sin ] LIE 

如 在 (5. 13) ,(5. 10 PHI 0, T+ oo, 但 保持 UT = T, 是 一 常数 , 并 利用 与 
(5. 10) 类 似 的 讨论 » 则 得 周期 集中 前 切 力 的 解答 ， MEN 


. Tif. .i 
6, + 1t, = “(arg sin 


T, 
u $c) = — wr m i (5. 15) 
(Fe d 0, 一 一 Ene cot 7 
ab NN ote uS H : E 
(5.16) 
By T it = um cot 三 
Ta x sin? 三 


如 再 在 (5. 14) 5. 16) 中 令 a 一 十 co， 可 回 到 -一段 均匀 更 切 力 和 一 个 集中 剪 要 力 的 公 
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x, 我 们 便 不 再 写 出 了 . 

2. 第 二 基本 问题 ” 设 在 弹性 半 平 面 $- 的 边界 z 轴 上 , 已 知 位 移 向 量 x- ‘+iv-= g(), 
XB gt) 以 ax 为 周期 ,连续 ( 且 允 许 含 一 任意 常数 项 ,相应 于 整个 弹性 体 的 刚性 平移 ), 而 
gD 分 段 地 CH, 又 设 在 边界 的 一 个 周期 上 ， 外 应 力主 矢 章 已 知 为 入 十 这. 仍 设 应 力 、 位 
移 周期 分 布 ， 且 应 力 在 一 coi 处 有 界 . 求 弹性 体 的 平衡 问题 就 是 第 二 基本 问题 

定理 2 ”在 上 述 条 件 下 , 第 二 基本 问题 的 解 存 在 且 唯 一 ，“ 

证 ”由 (3.13) 式 , 现在 要 求解 周期 Riemann WEHR: 加 2 

Ort) + «67 = 29g (0, FEL. 2000 TD 
HER CE OD 有 界 ， 这 个 问题 的 一 一 般 解 是 ü B 
| oe = A g (cot $= de — C, | z€S* 
p(z) 一 4 (5. 18) 
Un 4€ () dil, g (got 579. a+, z ES- 


yay er FTE, MATER, 便 有 DN 
gg (z) 一 一 Al. g' ' COlog si sin* 


i = dt — «Cz, z € St; 
eG) = (0s €5&.19) ^ 


9G = "zn g' log sin == dt Cz,  z€587, 
SUPINE MEK, MFO Eos 
[gos = Qu =O ys OD 
这 根本 不 影响 wz) 的 值 . RT > € s7 i Bt som oc n 
p(z) 一 一 -£| E / (log si sin n dz 一 
一 -i Ehe (log sin =z TE dCi 
代入 (3.14), 得 | c 


二 < dt 十 «Cz 一 z) 一 (z 一 z) 9 (2). 


2u(u + iv) = E g (are sin < 


由 此 可 见 , u + iv 不 仅 单 值 , HE on 为 用 其 因为 当 z a e Hen, -省 六 第 一 项 根本 
不 变 ， 这 还 是 由 于 (* ) 式 之 故 . 
为 要 决定 C， 可 考虑 在 z = 一 oi 处 的 外 应 办 情况 . 根据 平衡 条 件 ， 应 应 有 

e,C— coi) = pr it coi) = x" (5. 20) 

又 由 (5i18), BY we D 
GF col) S— uC, BEL odi) = 

Wh, (5. 6) 式 现在 仍 成 立 ， 于 是 在 (3. 12) 中 , Sz = 一 coi, “EBL. 20), E 

|| Y-iX 


an 


= (x + DC, 


JRBRC = 于 是 最 后 得 


ie + Dar 
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_ x(Y — 1X) . i. 
| an aril, g ' (cot * X dt (eh Dax Dax’. z€ 5 ; . 
Plz) = 4 Y | X 0 (5.21) 
ue | E zis : QU ae : 
| xi, g ! (z)cot < * de + le Dan Lan’ M € $ . 
定理 已 经 得 证 . ; 
Merce) tar ee Ts 


推论 1 当 且 仅 当 Y 一 0 时 , a 0-06. 
推论 2 Sank X= oM, uA 了 一 0 时 ，v 有 界 
例 3。” 设 半 平 面 边界 上 有 人 尖 劈 形 周期 位 徊 ， Ae AB Ly 上 的 位 移 已 知 为 


DM la "(eQu/AI— DG v dts 
2" % OY 2 o=] E 
" ES z 0, 1< |t| dan 
图 7 -此 外 还 设 在 Lo 土 的 外 应 力主 矢量 为 0. 求 弹性 平衡 (图 7). 


这 时 C = 0. 故 当 z € S^ 时 , 由 (5. 21) 28. GIURJB 7 Y, 分 别 表示 电 一 人 到 O MOB 
十 ! 的 二 有 向 直线 段 )， E B BE 


Øz) = Af, cot — 2 [s cot * — ar) vU 
Klan », 
p sin a ` f. 太一 = l t—z 
= n| rr o Toa | iin AJ, cilii 本 e 
a 


由 (5. 21) 也 可 知道 , 当 z € s 时， 
Bz) = Kz) Ky G2) = Plas op. pix 
因此 ， 最 后 代 和 人 (3. 10) AG. 11)， 得 应 力 分 布 公民 


2. c 6, = 4Re $(2) = A In eee , 
in 


oy — 0, + Bit —— 2e + 1)G(z) — 2G — z) (2) 


.»£Z£ M id i5 03 
sin? — 


_ pee + 19), 


. . t— 
MET i. s Li T i (erg sin "a 
sin sin 


一 =) 
ac^ 


z : : 
] 一 i[arg sin 
ON o 


“a+ oo, (RAPA HR ART ib 
0,,0, BRA 中 所 示 之 角 ， 且 均 取 正 锐角 ): 


idpe web ain 
i Fe 7, = KAE 一 22|” 
0,—0,4-2it,, ` 
MEE) | )}-4 €(z—z) 
v m M UN. 
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3. 基本 混合 问题 ” 设 在 半 平 面 边界 的 一 个 周期 TZ。 上 , 其 中 一 段 7( 一 111) 上 已 
知 位 移 ' 
u 二 iv = g(t), 

仍 设 gio 连续 , ga) € H ( 且 可 差 一 常数 项 )， 又 设 在 Ly = Lo — Yo b 外 应 力 已 知 , PN 

如 不 妨 设 为 0: 


9, G) 一 Tp) = 0, P "n PL 


此 外 , EAM YS 上 的 外 应 应 力主 矢量 XX 十 iY. NETET EEES 仍 假设 应 TA 
位 移 都 是 周期 的 , 县 应 为 在 — coi 处 有 界 , 求 弹性 体 平衡 这 何 题 称 为 基本 混合 问题 . 

定理 3 ”在 上 述 条 件 下 ， 基 本 混合 问题 的 解 存在 唯一 . 

一 般 地 ， 在 z =+ HE, RS STREXGAR- 与 前段 所 述 理由 相关 似 ， 现在 要 求解 周期 
Riemann 边 值 问题 ， 

hoo cafe (OP) dee; (1) ag CD t € Y, (5. 22) 

E5 LAU HERPUNR, RBRB Rs, AMIRI So 
的 解 . 

由 (2. 14) 式 知 ,这 问题 的 一 般 解 是 MEN 


mrs EXGO Eg. z 
ec) = S Got ta [can + a). ， Gm 
其 中 的 典 则 函数 
BETTE -ġie -— 
X(z) = [tan Z + tan 4] 3^ an = — tan +] ? ; (5. 24) 
a a a a 
这 里 E | 
| p= BS, (5. 25) 


HX@) 已 取 定 一 支 , 例如 , 使 a; B 
, lim tan = XG) = 1,. E | | mE (5. 26) . 
这 也 容易 证 明 就 是 这 样 的 一 支 ; 令 
L — tan E, 一 tan a’ 
Reo 平面 中 把 一 工 到 + 工 沿 实 轴 剂 开 后 的 如 图 9 中 所 示 的 一 E 
arg (ë + L) =b; arg (t — E) =O, 0 a 图 9 


KE CoC: 如 何 选取 , B Ce) 已 以 ax 为 周期， —— 
以 ax 为 周期 无 问题 . 为 要 决定 CCGi， 上 PEA AMERRE: GAB 


衡 条 件 即 可 .具体 说 明 如 下 . 
首先 我 们 注意 ， 0 | PUEDE 
Xc- oi) e exe[[ - $ + ip)iogi i + D - (4 + igoe iD) i 

= exp{{ 1 —ig [in cost +i{ $— 2]) p .7 E 
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erre lef 20] 


. 08 L 
=ie *cos—, 
a 


同 理 ， 
. . 2h l 
X(+ col) =~ ie * cos 7. 
naznani BEES aa d n a 
dne ABL. = An Vin) BS -如一 e - 一 a 一 dv {5. 27) 
则 有 H it 4 ES : | à ns i HN H B | | 
Xo coi) D= jet ^os +, X(-— coi) =ie4 “teas Ł, UE (5..28) 


ÅRA A, AL 分 别 记 上 半 平 面 和 下 半 平面 中 的 一 水 
3 misi 1. LUN Žiede BER A, 的 高 度 无 
X. 因此 , 立刻 可 知 :  ，， a 
Al , KG de ean (+008) = — ax i e*cos L, 


jo 629 
f X (æ)dz=anX(—o0i) =ar i e™^cðs 人 o 
A. 
B 同 昌 ， 
z | A l . 
| X(z)tan — dz = ane“cos —, te 
A a a 
l (5. 30) 
f X(z)tan Č dz = ane~*cos —. 
A_ a a 7 
LE tE 7。， 则 还 有 
| X(z)cot —— dz = am ecos "T 
A, 
: (6.3) 


IN X (z)cot 上 


Z dz = axe ^cos LL 

. a 
ET 利用 (5， 29) ~ (5. 31), AR Hee Ss 时 ， | 
ia Ef : ! (t) c]. o 


a A (t) 
EI Xu so. 7 del 


Pz + an) 一 oz) -| Ln = axe “gos L 


FR KAD — ge -f. Pags = ang os 7 i : d 4X0) 
因而 ， 由 (3.14)， 位 移 周期 性 条 件 为 zi 


eL festo riore (al, EO. Lc ic | - o; 


axi xta) anijy, X* (1) 
或 即 ( 注 意 到 ea = V r e74) | 
C,-LiC;tanhB =— AS 2a .- (5. 32) 


axijz X* (0) 


am 


7T Ly 
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再 来 看 在 x = 一 ooi 处 应 力 平衡 的 条 件 : 


Y . X 
a,(— œi) = oR’ T,,(— ooi) = am 
现在 
__ PENA go |, 
(+ ooi) i e^cos , di n x' o +C, +C 
&(— ooi) =ie*eos {= # Ero 6i). 
又 注意 到 (5. 6) 仍 成 立 ， 故 由 (3. 12) Al, mets 
Y 一 1i . l inh A Ct) D 
rix = ic s i {ua , yat + Cr cosh A + iC, sinh A}, 
或 即 
C,tanh A — iC, = — >E ti _ A £9 a. (5. 33) 


2ar cos L cosh A 


注意 到 A.B 35 — 0, WC. 32) AICS. 33) 便 可 唯一 确定 Cu,C:， 因 此 问题 的 解 存 在 且 唯 


例 4 ”水平 直 基底 压 头 . 设 弹性 半 平 面 上 有 一 组 周期 为 ar 的 压 头 , 每 一 个 的 基底 为 水 
平 直线 段 , 长 25. 又 假设 在 每 一 压 头 上 作用 有 压力 Po. .而 在 压 类 刀 外 的 边界 上 外 应 力 为 0. 
求 弹性 体 平衡 | 
这 时 , Æ% kb, 已 知 g'() =0; XX —0, Y —— Py. 现在 (5. 32),(5. 33) 成 为 
C, + iC, tanh B = 0, 
P, 


2an cos + cosh A 


Co tanh A 一 iC, = 


解 出 Co,C:， 注 意 到 cosh(4 +.B) = cosh pr = k+l) 得 知 | 


24 K 
C= ~/ & P,sinh B C= i^ œ Pocosh B 
0 一 , 177 * 
(K + Dax cos + Cx + Dan cos + 
最 后 代 人 (5. 23) R, 得 ` 
(z) = EPX C) sinh B tan = + icosh BJ, (5. 34) 


Cx + ljan cos 一 
a 


RB X(z) 以 (5. 24) 给 出 . 
我 们 来 计算 在 压 头 正 下 方 边界 上 的 应 力 分 布 . 在 X 上, |< BRAH: SEPH 
趋 于 上 的 上 值 时 ,0 —0, 0, — x C 0, 于 是 


X*()=exp{{—4+i8} In tan Etan t|- sti 8| (In tan £—tan +| +n) | 


ive PEL 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 exp1ipln 


. l~t 
2d "E: sin 
tan a um. | a 


(5. 35) 
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代入 (5. 34), 18 
i+t 


sin 


«P,exp4ifln 


sin 
Ptr) = 2 cosh B cos 三 — sinh B sin A . 
(e+ Dax f sin EE sin =! l 
a a 
WAP), Te) 分 别 表示 Y, 上 的 正 压 力 和 剪 切 力 分布 ， 则 由 (3.12)， ` 
PG) TQ) —— e,0) + ity) = SO — 970) 3 aco, 


故 最 后 得 m / 
cosh B cos + — i sinh B sin + sin Et 
Pa) +iT@) =—-- 和 4 cos | Bln a 
an . . l1—t 
. 7 十 上 . 7 一 上 sin 
sin sin 一 -一 
a 
. e+e 
sin ^ 
+ isin | fin T; (5. 36) 
sin 
Samt oo Bf, 便 回 到 一 个 压 头 时 的 特例 . 注意 这 时 由 (5. 27), B 二 ln Mx ， 故 cosh B 
k+l . k—i 
一 , sinh B 一 一 一， 因而 
2k ` 2M ok 
PG) +iT@) = rl Gal LES isin(&la | 4|]. 


这 与 B. M. A6pamos 的 公式 一 致 ， 见 [7]， § 114a®, 
例 5 倾斜 直 基 底 压 头 ， 该 压 头 基底 同 前 例 , 但 与 半 平 面 边界 作 倾 斜 角 e (图 11). 又 
设 压 头 上 外 力主 矢量 为 零 ; X=Y=0. 在 压 头 以 外 
仍 设 无 外 应 力 . 这 时 
g(t) = iet RR g Q) = ie, t € 1%. 
现在 (5. 32), (5. 33) 成 为 


; __ HE dt 
C, + iC, tanh B A. X*(»5' 
Zm s 4E dt 
图 11 Co tanh A — iC, —— on tanh AL Xo 
显然 ， 
E dt 
6-79 Co LES | 


= exor | t—z z) 
Pz) = ax cot — tan 7 X*o (x) 


© 该 节 公 式 (8) 原文 本 中 右边 分 母 上 漏 掉 因子 2， 中 译本 也 未 改正 . ， 


EC 
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为 了 具体 计算 ， 令 
| t—z z di. 
Iz) = f cot = — tan =| ofen (5. 37) 
fgarth ut tan, HSoCO= tant, L= tant, 则 
1 du 


L 
ios 1G) = 1,0) = | aye DX 


其 中 
X.Q = XG) = G+ Ly PE 一 Ly 
并 且 所 取 的 支 同 前 ， 即 
lim tX. (0 = 1. 
为 了 计算 1, (), (EB wR 


dw 2n f(w) 
Qd) = mi The DEW = mil ete 


Eb Ay w POR - Luc LME— 光滑 闭路 , 但 上 在 其 外 , 并 沿 时 针 向 积分 . 
让 A 无限 地 收缩 于 上 述 线段 , 并 注意 XX! U) =— «X260, BH 


ag = É C. O 或 nO = et 12: 

现在 只 要 计算 QC). B | 

_ 1 ^ ' 

(0 IOS GTR’ 
注意 到 (5. 28), 易 见 它 在 =i 处 的 主 部 为 
1 1 _ c 
aE —i)X. G) zd — -DXG ool) Lay 
2cos ~ a (E D 


TEC = 一 i 处 的 主 部 为 
2i( 二 DDX,(— i) ZG + i)X(— œi) 2cos 二 (+1) 
于 是 由 熟知 的 结果 ， 知 EN 


ag) = — d$ 7A Ec M r 
(1 + p X. © 2c0s 7 — Lt — D 2cos 2 — « 十 1) 


cos? — cds y U ， 
一 Kay = T tan Z =i sinh A| E 
cos 一 ， 
Br I... BARI), 便 得 EE 
Zan i 1 d oe Zt te | 
I(z) = xd Hri tS 一 sec 7 [ cosh A tan a isinh A J. (5. 38) 
最 后 代 和 人 (x ) 式 中 ,得 | 
oo = 2 fi — ZE cosh A tan Ž — i sinh A)| (5. 39) 
|» &-4- 1 l a >” ° 


cos 一 
a. 
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因此 问题 已 完全 解决 . 
在 压 头 正 下 方 的 边界 上 , EH. 


PO) 十 这 GD) =O) - 6) = StL ory) — 228 


. + | 
一 2 全 cosh A tan — i sinh A]. 


K COS — 
a 


再 用 (5. 35) RA, 得 


7A cosh A sin + — i sinh A cos 一 


cos | Ala 
J afin H sin =! | | 


a 
| (5. 40) 


. f+t 
= X4G) = (2 + DTE DA, 


P(t) +iT@) 一 一 


Sin 
a 


l—t 


Bln 


+ isin 


sin 

如 在 (5. 39),(5. 40) 中 令 a 二 十 co, 并 注意 
li X(z) 
im 


C 一 十 cp a 


lim cosh A = 1, lim a sinh A = 2/6, 
则 得 一 个 倾斜 直 基 底 压 头 的 相应 公式 ， 


(2) = BE (1 — ( — 2IBDXG)), 


PQ) +iT@) =— 2G — six o 
o 2pe . t — afi 
oF Fer 
这 和 [7], § 114 中 的 结果 一 致 . 


$6 ”周期 压 头 在 弹性 半 平 面 上 的 压力 问题 


1 无 摩擦 存在 时 的 情况 现 设 有 一 列 周期 压 头 (基底 形状 相同 ) 压 入 弹性 半 平 面 中 . 
暂 设 不 存在 摩擦 力 ?. 在 压 头 之 外 , 半 平 面 边 界 上 的 条 件 仍 与 前 节 最 后 一 段 同 , Bo, ty 
0, 而 在 基底 的 正 下 方 ， 只 知道 半 平 面 边 界 上 的 纵向 位 黎 v(); MRAM ue), 但 
由 于 无 摩擦 力 ， 故 仍 有 +, 二 0， 而 o, 则 不 知道 ， 此外， 假设 每 一 讨 头 上 的 作用 力 是 正 压力 
P,， 即 YY 一 一 Po， 而 和 =0， 求 弹性 平衡 . 

By = f(x) 为 压 人 弹性 半 平 面 的 压 头 的 基底 方程 ， 其 中 FG 以 an 为 周期 ， 且 
fa) € H. 在 一 个 周期 L。 上 , 受 压 区 闻 仍 设 为 7 SS. FH, EL b. 我 们 的 边 : 
界 条 件 是 〈 参看 [7], § 115): 

ty) =0, E Lla; 0;02—0, t€ Li— 0*5 


LE) isin[pm HE), 


D 前 节 末 讨 论 的 情况 ， 当 x- (2) = 0 即 压 头 无 水 平滑 动 时 ， 实 际 上 就 是 有 无 穷 大 摩擦 的 情况 . 
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v (j= ft), tE Xi 
MEY, 上 的 外 应 力主 矢量 为 和 十 这 一 一 Poi. 
由 这 些 边界 条 件 ， 首 先 我 们 知道 , 在 = = 一 ooi 处 ,根据 平衡 原理 ， 应 有 


CD =~ FE, tT = T,,(— œi) = 0. (6.1) 


EE Oe) 在 沿 7 及 其 周期 对 应 应 线 自 前 开 的 平面 上 是 全 纯 的 . 由 (3. 12), X: € Y, 时 ， 
Ar.,=0, BR 
Pta — 6-0) = SG) — Se), 
于 是 
PBT) 6*0) = 0 (0 +e). 
这 就 说 明 DG 十 B(z) 在 全 平面 上 全 纯 . 又 它 在 z =+ ooi 处 有 界 ， 且 以 ar 为 周期 ， 用 一 
保 角 变换 ,立刻 可 以 知道 它 恒 等 于 一 常数 ， 
9G) -t4G)-28,. — (6. 2) 
由 (3.11), Re er Bl EBj, 因 r。 = 0， 显 然 6, 是 一 实数 . 
(3.13), Bc RL, @ 
Relu 十 ji) = «67 0) + Ot), - 
RSE, 并 利用 (6. 2), 得 
2u(! — iv!) =— Ck D+) + BI + 2(& + 1B 
把 这 两 式 相 减 ， 并 注意 在 yx 上 , v = £0), FEB Riemann 周期 边 值 问题 
PD +O) = SHIP) + 2B, (€. (6.3) 


现在 要 求 这 一 问题 的 一 般 周 期 解 , 在 zx =+ oci 有 界 者 . 这 时 可 利用 $2, 第 4 段 中 
(Q. 14)! Sh; 但 注意 对 于 (6. 3) 中 右 端 2B 这 一 项 ,显然 有 特 解 B;， 因此 得 (6. 3) 的 一 般 解 为 


Botan = +A 


o = 2 d uaz 9 l . 
(2) PEETEN, EA Fel. (1) VR@ecot == JG te 60 
HoppgigXG)BStt. 
XG)- ——, RG) = tan? L— tan? 2, (6.5) 
iv R(z) a 
自 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 :+ € ON, ROO 取 正 值 ， 从 (6. 4) 还 可 立刻 看 出 
im @ 一 z)® (z) = 0 (6. 6) 
仍 成 立 . 
现在 来 证 明 , 在 我 们 的 条 件 下 , Bo Bye 必须 是 实数 首先 我 们 注意 . 
X(z) = X(z). (6.7) 


这 可 以 这 样 看 出 : A Xe) = XG), FUEM XG) 表示 同一 根 式 ， 因 此 只 可 能 X G2 
=+ X(z); 但 车 比较 (6. 3) 式 和 (5. 21) 式 左 边 ， 知道 这 里 的 典 则 函数 同 那里 的 一 样 ， 只 要 
令 那 里 的 x 改作 1, 也 就 是 把 (5. 27) 中 的 4 改作 0, 于 是 现在 我 们 有 及 (一 coi) = X(F coi) 
= X(— oc0i),， 即 上 式 中 要 取 正 号 , 亦 即 ，(6. 7) 式 成 立 . 再 把 (6. 7) 和 (6. 5) 比较 , 便 知道 


NRG) =— VRQ). 
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MAS G) 是 实 函 数 ， 故 由 (6.4) 知 ， 
l Botan 二 + Bi 


@ Z) 一 一 一 2 一 一 ' M 一 一 -一 一 

9c) Ce 十 1)ra vci FO VR@cot 本 di JRG) 
再 把 它 和 (6. 4) 相 加 , 根据 (6. 2), 便 知 道 BB, ser 

剩 下 只 要 利用 位 移 周期 性 条 件 和 条 件 (6. 1) 来 决定 实 常 数 Bopi» Be. 


先 看 位 移 周期 性 条 件 . 注意 到 
VRE es) =+ - 1. (6. 8) 


+ Bs. 


z 
tan 一 
a . l 
—— —— dz = amicos "E 


l, VE” ~ 4, SR(z 
见 图 10. 于 是 ,由 (6. 6) M, PM x 在 下 半 平 商 时 ， 


HF A, MA- 
Ae + ar) — gz) = " B(z)dz 


dcs 
PEN at jJ. P v RO dt + ár cos + GPa — B) T athe» 


pz + ax) 一 gz) = n d$ (z)dz 
- Ja, 
L 1 : 
24i cos 一 
一 | f) ^/ RGOdt + an cos ~~ LG. 十 - Bo T anb. 


a E (3.14) Al, u + iv 的 周期 性 条 件 为 
Ely | fre) Rid. 


ie + DÀ — (x — DB + 5 
COS — 
a 
于 是 立刻 知道 MEE 
Bo =- ENT fa) A RiDdt, (6. 9) 
(x— DB, — +18, = o. (6. 10) 
cos 二 t 


再 看 在 =— oi 处 应 应 力 平衡 条 件 .: B. 4), 


2/4 cos 一 二 
@(— coi) = Gg Dus, f o, ~V R(t)dt — B8, cos 一 zt B; + ie cos 一 


2pi cos LI l 
多 (十 œi) = cereals, ' (t A RODdt + fi cos D. + fy + ifi cos +, 


所 以 由 (3.12)， 并 注意 (6.6)， 知 
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8,(— coi) 一 ir (一 coi) = $B(— coi) — BC+ coi) =— 2f,cos L, 
再 由 (6. 1)， 立 刻 知 道 
pi = Po (6.11) 
2an cos 一 
RAC. 10), 得 
QE5—1, Po 
B, El’ anr (6.12) 
把 (6. 9), (6.11), (6. 12) 代入 C6. 4)， 最 后 得 所 求 唯一 解 
be — 2p FO VR R@)| cot! — tan € | dr 
Mi + l)ax R(z) a 
+ 一 名 “一 Re (6.13) 


— Bax cos L /RG) Xt lta 


注意 ， 当 压 头 基底 SO) 为 偶 函 数 ( 对 称 基 底 ) 时 ， ERPS tan = 这 一 RA. 


现在 就 容易 计算 在 压 头 正 下 方 边界 上 的 压力 分 人 向 PA. Rt € Y, MERTZ) = 0, 
故 tous | 
PE) == GF t) = OF (ty) — OC). 
应 用 推广 的 Plemelj 公式 , 不 难得 出 


PG) = —— of Po RO cot L— — tan f | a 
e + Dann RO 二 MELLE 
+ re (6. 14) 


‘aT COS » Ra) 
我 们 来 考虑 当 P, Wh, 不 足 使 压 头 的 角 点 接触 弹性 半 平面 的 情况 .为 简单 起 犯 ， 设 压 
头 基底 是 对 称 的 ， 即 f(z) KARB, 于 是 压 头 和 弹性 体 接触 的 一 周期 线段 由 对 称 性 可 设 为 
Yoo — «te BR 为 一 未 知 正 数 | < i] , REE MRE P D 一 0 
这 时 ，(6. 14) 成 为 


PQ) = enm FG) A/ R(cot < =e dt + 一 一 一 一 
(«e+ Dax N R(t) ax cos a R(t) 
a (t) (R(t) 一 J HORU) — RG) t — to 


= — ——— LE 
(c + Dax ^ VRG) VRO. 


4 4uN RGO f'a) coc! 


— to Po 
(et Dar) VRG) a de + | 


an cost: Ro) 


SUA 


t 2 to to t 
一 一 tan 一 — sec? 2 一 tan? — sec? — 
a a 


CRE) 一 及 do)]cot —* 
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并 注意 P O BARR, FRA 


4 usec? fo , J’ (tan t 
Pu) = — 一 一 一 和 | ~Â ir 
(x 1)an VRG) 7 RG) 
| uN RGD FD ot tat fe 
ul" + Darji SRO) a at cos 二 R(t) 
2 了 d 一 
NEL farant P, 
JIR 


(e+ Dax N R(t) aR cos » R(t) 


: 7 ES : . 
+ NRU f f (tan "TAN te ROC MORE 
(K+ Dar) RCTJ Gc + Dax jJ 2 SR) a , 


当 加 一 士 ! 时 ,上 式 右边 后 两 项 皆 一 0， 其 中 第 一 项 显然 , 而 第 二 项 中 的 积分 ( 主 值 ) 含有 对 


数 奇异 性 , 但 V Rit.) 为 一 阶 无 穷 小 . 
所 以 , 很 明显 ， 只 要 选取 !， 使 得 干 式 成 立 : 
, f Otan + 


P, = 一- 侍 一 ee. (6. 15) 
(x + Leos 4 一 y RO 


这 就 是 决定 7 的 条 件 ， 这 方程 也 可 这 样 解释 ， “Jo RG Re A SLIM SOR HE RUE 
触 一 周期 区 间 的 长 2， 则 所 和 需 的 压力 Po 由 (6. 150 给 出 ， 这 时 压 头 下 的 压力 公式 是 


Pit) = 4e N RDP f'a) | cot ft 
° œ 十 Dar] SRO a 


TIRE CO. 13) ~ (6.16) 中 令 a 一 十 co, 便 得 一 个 压 类 时 的 相应 WAR: 


+ tan t)ar. (6.16) 


PUE 2p ! OR P, 
O(z) = LOVE = Hy + on Ve (6. 13)’ 
T "ERN zd t—z 2x VEP — zi 


4 t f ONPE Ét y P, 
P(to) = 


= ， —1<te<d, (6.14)! 
一 t—t / 
Ce 二 DVP 一 号 EP 全 


dy Lf , 
P, = "PX pea (6. 15) 


N P — tet fü) dt 


一 Ap NU — to , 
| PG) —7 Dr ),, ESTE iia (6. 16) 
这 些 都 与 [7], $115 的 结果 相同 . 
例 1 压 头 有 直 水 平 基底 ， 这 时 ,万 G) = 0. 由 (6. 13),C6.14)， 
dg) = —— Lá + 5—1 P, 


p 7 z k J- 1 2ar 
2an cos — q| tan? 一 — tan? — 
a a a 
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z 
Pocos — 
a 


_ & — ifo 
nm I T. + 1 2an’ 
2an sin = sin — 
a 
Pocos 一 
Pa) = = , 
NENNT — — tan? — an sin E+ sin “4 


其 中 根 号 已 取 定 这 样 一 支 : Mz EL*YHAT Y, 上 的 点 上 时 ， 取 正 值 . 
H2 RSA RMR. 仍 设 倾角 为 se( 图 1D. X ÁO) = e. 于 是 由 (6.13)， - 


2u€ 1 t—z z 
D( ) = — | [cor — tan z) v R(t)dt 
TT (c Dra VR) S- a a 
P, k—] P, 


+ 一 一 . 
dax cos + VRG ) “十 1 Zax 


此 式 右边 第 一 项 实际 上 就 是 


2peX (z) t—z z| dt 
Ge + Daal, [cot a — tan £| 


AP BOT. 36) 所 表示 的 7(z)， 但 需 把 那里 的 k 改作 1. 于 是 由 (5. 37) 知 (这 时 


一 0); 
上 一 z| d | .f 1 
NC a "n, Es @) anil ees 


因而 上 式 @B(z) 中 的 第 一 项 成 为 


itan = X(z) tan > 
ee) ae we aa 
et cos 二 “十 1 cos + R(z) 


KA Oz) 中 , 得 


l az) 
— sec — tan —}. 
a a 


2 sin = P cos 一 “一 1 
Bz) = LEE [i — ——— yep |. 
K+] si n LE sin l—z Zax . Dx. 1 一 = * 
a a 


为 了 计算 在 压 头 正 下 方 边界 上 的 压力 分 布 ， 可 应 用 (6. 14)， 但 直接 用 上 式 更 为 方便 . 
事实 上 ， 设 一 上 < 上 一 /， 则 有 
Pt) = ta) — 070) 


t t 
sin — cos 一 


itt, tarn Ty ID. ite 


sin 


sin sin = 


如 要 求 在 物理 上 可 能 ， BI P(e) 之 0， RE P, 满足 下 一 条 件 即 可 ， 


W3 压 头 有 圆 基 底 . 设 压 头 有 半径 为 的 圆 基底 ， 且 > 甚 大, RARE DO ERE DOG 
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HUE 
fo) = Stan Ly —l<t<l 
(曲线 在 + ~ 0 处 的 曲率 半径 为)， TRO 


7 — x 7 2 t 
fa) = “tan sec’ 7. 
代入 (6.13), 并 注意 对 称 性 , :可知 : 
_ 2p 站 ot Laz ay. 
D(z) m" Der am sec 7 "^ rot a dt 
dan cos 一 cos EVRO “ 十 t 


为 了 算出 右 端 中 的 积分 , 记 作 JG), 作 类 似 于 前 节 例 5 HERH, 得 知 
JG) -| uv IET ia =al eo. p us 
AS EARR EA RRE, 最 后 可 算出 
itm I = /R) + Stan? bo —-tan’ £j. 


z 
] cos? v 
^ a. 


J(z) = 


代入 前 式 , 化 简 后 得 
， 2 tan? i — 2tan? = 

Pz) /J2itan = 十 — 2 l 

(« + 1)r cos? = 


P, | 2 1 
2an 
7 L 2L 2 
cos tan — tan? — 
a a a 

当 一 !< 上 上 </ 时， 压 头 正 下 方 压 力 分布 为 

PQ) 一 有 (0 — 9:Q) | 
DE Les £j mE 


o. St. 厂 Z too. l1. y 
Ce 13r cos? — aftan? = — tan? =. an cos t AJ tan? 一 
a a a a ^ a 


KPa 之 0, RF 


2 


a 


Ce + Dr cost 二 l 
Yr EAE BORAT, MAE P > 0， HE Este, 可 以 证 明 对 于 1 在 
|o, Lax] 中 有 唯一 解 ,这 就 害 相 应 于 压 头 和 弹 竹 半 平 面 接触 的 一 个 周期 线段 的 半 长 . 


在 以 上 三 例 中 , 令 a > 十 co 时 ; 可 得 到 [7], § 116a 中 的 已 知 结果 . 
c i BRTH SLES eee RRM hoo. ERE 


2pa?x sin 
Po 之 
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下 方 ,， 剪 切 力 了 (0 = c(t) MERA PO = 一 6,0) 间 有 关系 式 
TO) SRPA), RAO, tEYo (6.17) 
此 外 , 仍 设 已 知 v- (C) = FO), O EH, Fr € Yu NEN E, EAE AIH Po, 
因而 外 应 力主 矢量 X 十 这 = T, — iP, = k — DP. EI, — Y. b, TO = PG) = 0. 
由 (3.12) 和 (3.13) 容易 看 出 参见 [7], 8 117)， 当 上 GE PR, 
OO) 十 A +i) BW = à-ibe 0 +0 + ik) D- (D. (18 


x67 (0) 十 6*0) —e St) 4-0) = dpfP (Di : (6.19) 
且 当 zt 不 在 7。 及 其 周期 性 相应 部 分 上 时 ; DTe) = O°). 由 (6.18) 可 知 


(1 — ik)Ø(z) 十 a+ ib) B(z) = 282» | E . (6. 20) 
其 中 £; 是 一 常数 in € Ly — os 则 因 B* c) = 8 (1) =o), Lon m 
$0) = $0 = $0, | 
所 以 立刻 知道 (6. 20) 中 的 B, 是 实数 . 
用 (6. 20) 化 简 (6. 19) ,消去 画 (=)， 便 得 周期 Riemann 边 什 问题， 
(e+ 1) — ik(x — 1) 


+ e 41) ike — 1) O 
sa JRE PORN Te $90 
= dip fl) 十 Marr 
"M 2c +1) 
$*()-— KE CG) 4 fíGü 十 E D — ike — D^" (6. 21) 
其 中 
Lo (L1 Jike 1) 
K= Gad dk —Dp' (6. 22) 
oy 4fi (1. + ik) ; 
HO TES D - — ike = pl ©- (6. 23) 
如 果 令 ， D ， l a 
“一 1 
r1 (AR lal 为 最 小 正 数 )， (6. 24) 
则 由 于 | sl 
xia 
+1 tik — 1) CELBET, (6. 25) 
(6. 22) 和 (6. 23) 可 改写 为 m 
" =~ e, (6.22) ` 
op 44i (1 十 ik)e""cos na p 
| fol @) = as f(t). 6.23)! 
而 边 值 问 题 (6. 21) RS vEG. M. 
Ott) — — ett dc U) + fy 0) + 28e" cós na. |^ (6.21 
注意 ， Ak > 0, k> 1; 故 
| o< Jal <3. (6. 26) 


现在 


解 新 函数 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 论文 选集 


48 
log K _ l. a, ， 
2x1 . 
且 我 们 要 求 (6. 21). TE ho 类 中 的 解 ， 所 以 ， "e 8 2 第 4 段 中 特例 的 讨论 , 易 见 问题 的 指 
标 为 1， BANTA ts 
f : -4-a (04 -be 。 
X(z) 一 (tan = + tan Ij [ten = — ta , (6. 27) 
ERW, E | EM 
. a lim:tan = XQ)y- 1. (6. 28) 
eje 4 


”和 前 一 段 相似 ， 立刻 可 知 问题 (6 21)' 的 一 般 解 为 l 
LO ot z je 


2p4(1 + ike" "cos xa X2) ot LZ 
arle +1) C n X*(t) (^ a 
| 6.29) 


z) = 
ESNE: MD 十 A + Bas 


其 中 B。,B, WEZER O 
我 们 来 证 明 ，p ,pi; 2 必须 是 实数 方 能 适合 条 件 (6 20). 首先 我 们 注意 到 ， 因为 X(z) 4 
X(z), BU X(z) = X); RYE Bl 


z € Lo 一 Yo 时 取 实 值 ， XG) = 
X*0-Xo0-Xo0-Lixo--emxio, 


FG) LZ 


因此 ` 
d(z) _ 2pe™cos na X(z) cot 

1 十 这 一 anlk 十 1) Í Xt (» a 

+X Aran Z teji + Be, 


而 

D(z) (OG)  .2ue"cosmae Xf ft) 一: 

iac PA ae Lago * 

i B 之 E ; B; 
— Xo | Botan , 十 A i 
为 要 (6. 20) 成 立 ， 即 
Pe) , De) __ 2h, 
lcik 1—i& 1+kk’ 


必须 Bo. Bi 为 实数 . 
仍 和 上 有 段 一样 ,利用 位 移 周期 性 和 z =— ooi 处 


应 力 平衡 条 件 可 决定 P ss Pa 
为 此 ,注意 图 12 (并 各 图 .9 对 照 ), 其 中 已 令 - 


L = tan—, (= tan =, 
a a 
_ l1 x it x 
O=arctan L727 a’ Occ 2? 
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(ti 


X(+ œi) = X.) = cs +e 


l — . lo 4a 
一 一 icos — ee”! 一 一 jcos — eal, (6. 30) 
a a 2s 


同 理 ， 


X(— ooi) = i cos + eU0 (6. 31) 


于 是 ， 如 令 A. 仍 同 前 段 意 义 ， 则 有 
| l. X(z)dz = axnX(+ œi) =F ani cos + eti, 


+45, 


a . 


Z dz =+ ariX( 士 coi) = an cos T e 


| X(z)tan = — dz -j. X (z)eot * 


当 > rerun, fA (6.29) 知 ， 
pz 十 ax) — p(z) = f, P(z)dz 


2uC1 + ik)cos racos & ett o 
= 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 fa LO a 
U . k+l ` n X*G). 7 


+ an(1 + ik)cos E Gf, 一 Boe" ue; + anp, 

Az 十 af) 一 gz) = I, @(z)dz 
| 28 十 ik )cos za cos L e 

一 a f " 

K+] ° V X* à» 


dt T e 
Yo. 


+ an + iejcos 二 GB, + Bee at 十 anba 


于 是 位 移 周 期 性 条 件 就 是 


ie 人 + Kea a") By d- (ee! — ke 75 g, +p DE. 


val 十 ik)cos P: ` 
2p cos ma aa (x— Bye ft) B : 
ane pem ep XS (6. 32) 
再 看 在 = =— ooi 处 应 力 平衡 条 件 . 因为 由 (6. 300, (6. 31), BH 


EI 
aas 


Zu + i&)cos xa COS £ e fü 
P(— œi) = | axle + 1) 为 (人 


dz a 


+ (1 + 14)cos 二 (f, — Bi)e™ Dn 十 Bo, 


2u(1 + ik)cos na cos — ets f (2) 
B coi) = 一 一 一 |, 
ance +1) 1 Xt) 


+ (1 + ik)cos 二 (B, + Boe + Bp. 
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所 以 , 注意 到 (6. 6) 仍 成 立 , 因而 
B(— ooi) — (+ coi) = 4,(— ooi) — ir, (一 œi) = 
把 上 式 代入 , 即 得 


EU 2 


an 


i 
2pcos Ka cos 一 
_ Po a a ceria L enne FO de 
加 


an an(& +1) 和 CD 


l a. a. e. a. 
+ cos a lig, ce a 一 ea’) 一 By (et 十 ey | , 


亦 即 


to 


uw - sin DE mi B , 
8 sin 22 — pcos _ 2H cos xa sin a ° | fq) N B P, 
~ a MEM. ax i(k +1) 7, XtG) 


2amcos-— 
a 
如 果 我 们 令 | 
| l z | i- 
.ltan — — tan 一 9 
a a 


并 取 定 当 z 由 上 半 平 面 趋 于 + € 为 时, QOO 取 正 值 的 那 一 支 , 则 由 于 
arg X^ (t) 一 [- l 十 a}, t€, 


Q(z) = [tan 4 + tan = 
a .a 


所 以 
ie™! iei 
. TREY’ XtQ) = (yr EY 
且 Q() 为 正 值 .因此 , Pe) 的 表达 式 (6. 29) 可 改写 为 


— 2p + ik)e“cos zaf p t—z 
C2) ante + 1)Q(z) L4 GJ)Q()cot z dż 


X(z) = 


Q + ik)e™ z e 
十 Q(z) | | Botan a + Bi} + Bes 


而 Bos A, «Bs 由 (6. 32),(6. 33) 或 即 下 列 两 方程 决定 : 
iCe t 十 ge 8, + (ee! ker o gy 十 一 < 十 1 一 p， 


(1 十 ik)cos L 
T a 


.' .Qgecos wa , de po eO £n. ， 
Tu Dari t^ 十 Kea fF (G)QGodt. 
p (07 ola 2p cos Kæ sin 2 | 

1 — eS LI —————————— 7 — 
Posin "7 — Ricos ^7 eF Dar L4 G)QG)dt 


P 


Zan cos 一 
a 


如 果 把 (6. 32)/ 的 实 部 和 虚 部 分 开 , 得 | 
Uo 2la 
2H cos xa cos 一 一 


gla, , la k ë Bo a[ p 
Bocos “~ Tessin a EHI ia L^ (HQC) de, 


2 (6. 33) 


(6. 34) 


(6. 29)' 


(6. 32)’ 


(6. 33)! 


(6. 35) 
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Fo 2la 
2p cos xe sin < 一 
bosin 2 ficos 2s tel B; 7 NEP FAQ) dt.- 
(&* 4- 1)cos a 


(6. 36) 
比较 (6. 360 8106.33) , sr (8 
|ok— 1) G4 DP, IMEEM a 
B= KFI mo 0220 so cV 687) 
P4 
把 它 代 入 (6. 35), 再 和 (6. 332! Baz, 便 可 算出 Bo Bis 
Bo 一 一 CEEA] PORQ + ESA — Ara | (6. 38) 
(x + Lan Yo 2 . 
nO an cos Ne cos- 
P, — à 
p, = ELS U — UTE, (6. 39) 
2ax cos Ta cos a 
这 里 已 把 s 对 一 个 周期 L。 的 长 度 之 比 仍 记 为 A; 
_2 
A= O<A<D). (6. 40) 
把 (6. 37), (6. 38), (6. 39) 代入 (6. 290 , 便 得 D(z) 的 最 后 ARIA. 
现在 来 计算 压 头 正 下 方 的 压力 分 布 因为 现在 : 
Pa) +iTG) = c ik) P (ty) = ot to). = e- oa. 
利用 推广 的 Plemelj 公式 , 并 注意 到 : 
Q^ () =— RUO, (6. 41) 
可 算出 EE 
.,.. 24 sin 2ra -4H cos? xa =h , 
P(to) "KT 1 f +4 ane + DOG, sf fF (QGXcot < dz. : 
+ OG) Botan 2 2 &| ; (6. 42) 


其 中 Ao, 8, 仍 由 (6. 38), (6. 39): 给 出 - 

当 & — 0( 随 之 a — 0) 时 ， 就 回 到 上 一 段 中 曾 讨论 过 的 情况 . 另 一 方面 ,如 令 a 一 十 co， 
便 可 得 [7]j, 8117 PHAR. 

Bla 压 头 有 直 水 平 基底 . 这 时 fe) = 二 0. 于 是 由 (6. 29)" "A. 37) ~ (6.39, A 


Po + ikdecos( = — Q— Dra) . ge 4 pp 
0 


moO = 2am cos xa sit t z sin3 “tl E (69) 
Xii sin? ES ugs! , CRE 
值 ; 而 1 仍 以 (6. 40) 给 出 
又 由 (6. 42) 知 ,在 压 头 正 下 方 的 边界 上 
| Pel — Q — Axa] G 
P(t) = LEN. (6. 44) 


itt . ilal t’ 
Sin? 一 
a 


an sin?* 


52 解析 函数 边 信人 问题 和 音 异 积分 方程 论文 选集 r 


Sk = 0(a = 0) 时 , 仍 回 到 例 1 的 结果 . 
Hs FEA BRIERE. 仍 设 倾 角 为 e( 图 11). 3x EP 0) =e. 代 人 (6; 29)' 并 注意 

(6. 37) ~ (6. 39)， 可 得 | 
lz) 一 2ue(1 + ik)e""cos na =I Qc cor = 


z 
an(x 十 1)JQCz) 一 tan y ja 444), (6.45) 


其 中 D, (e) 就 是 例 4 中 的 更 (=): 
现在 来 计算 包含 在 上 式 中 的 积分 


1(z) 一 | ec d 


dt. 


N 

一 之 z 
— tan 一 

a 


仍 和 以 前 一 样 ， Fu tan 二 ,一 tan Ž, L = tan $, WHR 
T(z) = asec’? = JG»), 


其 中 


l „1 
[^ L Hwt — 027 
mo-[, da D o 
Be 

(Of Goku — wt 

ad» = I, G + w*)(w — £) 

HAHA w Y IEEMERE- LL] 的 闭路 ， 但 不 转 住 者 ， 并 沿 时 针 向 积分 ,注意 到 
(6.41), BR 


dw, 


Qd) = (1 + DIG, 
故 只 要 计算 AW). | 
注意 在 w = co 附近 , QOO 右 端 被 积 式 有 重 零 点 ; 而 在 w = i 附近 (参看 图 12, 
(CL + ibe — Di = [LF al P| L — i] fete +o 


L i 2); l ani 
= sec 7 eh 一 = sec — emi a> a Dari ， 


= sec — e 
a 
E w 二 一 i 附近 
CL — iy PCL + DY = sec L eT Hie dioec 
l a ] 
= — sec L ezmie-zegi ~ sec L elt deri 
a a 
于 是 ， 由 熟知 的 公式 ， 知 
4 die L—t 一 (—Adani C+ Adan i 
Fe Te i 一 一 一 一， 
— A(t—icos " 2i(€+i)cos a 


Qa = mitoa- Det 2x e" (fcos jn sin Aen) 
1+¢ (1 + cos + 


adem 3 


回 到 T(z), m 
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IG) = —— 1a) = 8" —4aip. 
cos? I Ire 2cos? = cos an 


5. nf Z DSj8$8 c9: E 
axiQ(g) . an sin| a + tar] a x 


cos ma e™ 


I) = P 
cos Ta cos " cos 
2pe(1 十 E +A ia 


_ 2peiCl + ik) _ sac 
` f(z) E ` ES sin PIDE xg 9G, (6. 46) 
a^ sin? m 


td 


I" 十 Dsin?^ 


其 中 BCz) 要 以 (6.43) 输 出 了 0 0 à n 
l RICHIE P IR PR RATA.) WEERA: am ' 
po warm c5 0c 


IE CNN IL 
并 仍 注 意 到 (6. 41)， 立 刻 可 算出 ZEE 


.,; 4HE COS xcain| + + Aan) . 


S^ POE 


"OE po * 
PO tt Br 
其 中 Pit) 以 (6. 44) 给 出 . 故 最 后 可 得 Lo Y. Sot luy s vf 
Pacos ( 一 《1 一 ana) 4 pE cos Ta sin| - 十 Axa] 
POS anit E a Ce + Deit igh Et tE”. 


显然， Be 充分 小 , 例如 当 
Poe 十 eos (Ca 十 San 一 xa) 


E X 


4pan cos xa sin (a 十 san 


Bj, 可 保证 PC) > 0, Bly BBE AYRE. 

如 在 (6. 46),(6.47) POR=0, MDH 2 中 的 结果 ; 如 令 a-> 十 co, 则 得 [7], $ 1172 
中 的 结果 . 

附注 1 ”运用 [7], 8 119 以 及 本 节 中 类 似 的 方法 , 可 解决 周期 弹性 接触 的 平面 问题 , 这 
里 就 不 详 谈 了 . 

附注 2 WER. 都 假定 一 个 周期 内 只 有 一 个 压 头 ,但 显然 都 可 推广 到 有 几 个 压 头 
的 情形 . 
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Periodic Riemann boundary value problems and their applications to elasticity. Chinese 


Mathematics, 1964; 4; 372~422. ] . , 
LM 
A ~ VR AC 
N . \ 一 
-> sj i 
B 
(0) 
pousR 45 
E i } j 
yor al 
UY o dul 
CI $10 Ep Qoo 0 Om s oc RORDUUHPA s a Die di 
uw 
mR EN Wes Duo a P os Suo HRS UNE S be Tos 
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F OR ARNA H Riemann 33 (B 问题 | 


一 、 问题 、 记号 、 E 


E 


关于 光滑 封闭 曲线 的 双 周 期 Riemann 边 信 问 题 已 有 充分 的 研究 a ， 这 里 讨论 光滑 开 


OME Lo 上 的 类 似 问 题 , 并 将 其 应 用 于 某 些 奇 异 积分 方程. 我 们 限定 Lo ab — 条 光滑 弧 
段 ， 但 所 用 的 方法 及 结果 不 难 推广 到 一 般 情形 . 

设 双 周 期 是 2w1,2w2， 其 中 ImCws/w) > 0. 基本 胞 腔 取 成 以 上 四 主 为 顶点 的 平行 
边 形 , M Lo 位 于 这 胞 腔 内 ， ERAT, “BURA OE Lo, LL 的 正 向 取 作 自 e 到 4 on 
fal. EERE HREL 后 的 区 域 记 为 5。. EL VESUBBUE SEI I9 RI IR AI L, 全 


平面 除去 世 后 的 区 域 记 为 S. 
， 我们 的 问题 如 下 ， 在 S 中 求 一 双 周 期 的 单 值 解析 函数 Biz), 使 得 
Ota) =GP AAH gA AEL, . (1.1) 


其 中 B+ o) 表示 从 工 的 正 负 侧 趋 于 上 的 点 t 《t 关 a,b 及 其 周期 合同 点 , 下 同 ) 时 的 极限 值 ， 
TGO ,ECD) ME L E. € H CHolder 条 件 ) 的 已 知 双 周 期 丽 数 , EGO +0; HL HRAN 
近 ， BR 

IBe S K[£—c|^", e*l, K>0¢=amb). (1. 2) 
此 外 ,我 们 还 要 求 : 或 者 B(z) ES 中 处 处 正则 , EARNER): RAAF Oz) 在 = 一 0 处 
可 以 有 一 阶 极点 ， 记 为 问题 (R,)， 这 两 种 情况 在 应 用 中 特别 重要 ， 显然 也 不 难 类 似 地 考虑 
更 一 般 的 情况 . 当然 也 可 考虑 在 a Ro 附近 有 界 的 解 ,但 方法 也 是 类 似 的 ,这 里 一 概 从 格 . 

我 们 将 采用 与 [3] 中 类 似 的 一 些 记号 . BE log GO) G € Ln) 的 一 支 , 使 得 


一 zLilog Gea) = a, 十 iB; —1«a,x0, (1. 3) 
并 设 
slog Gb) ='a, + iB - (1.4) 
XJ e 为 一 整数 ， 使 uode ib. vor ] 
-1€a-xr«0. Em (1. 5) 
k 就 是 问题 (1. 1) 的 指标 . 此 外 , 我 们 记 
G. 7 zx. log GG) de, . | | .65 
7e) = zril, log Git) + £( - ar, :EL 0. QD 


I OCG Tee ee ee cp p. ph, 在 端点 c (ca 或 5) 附 
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近 ， 有 
e? = (z — c)** ^ (z), 0.8) 
RB OLG) Ez ==c 除 去 L 后 的 邻 域内 全 纯 , HO) 有 不 等 于 零 的 定 值 ; TEE = c 附 


HD d y, POES leet «M AMS oy UC E .9) 
e? tup — e P6. . e", j —1,2, (1. 10) 
HP 7 = fo), BEL eU? 一 般 为 准 周期 的 ; 当 且 仅 当 下 式 成 立时 它 才 是 双 周 期 的 ， 
HG. = bri, @=1,2), (1-11) 
这 里 名 是 整数 如 再 利用 熟知 的 关系 式 
` &* "E ^d iL. aqe. de suis 
` Tjo 一 : 326, = Is l> ' 
aou REED ‘Soe en gt 
则 容易 证 明 下 一 事实 ， 0s V qe eC s Lal 


un 7 alte = k Vs G, — = Phen z m p sag l ZEE 
CL. u) TEN AH. go 为 双 周 期 的 ; REG. = 2h + Plates. ^re. ,一 kah LA 
h=—h, h=hk. IEEE 

以 后 我 们 要 遇 到 如 下 的 积分 0.00 ss 


V (z) -f. (t — eY9eG)EG — z)dt, . | z&L, . (1.12) 
"EY NIME oq 203 
其 中 gt) € H, c= a RS, ray TERK. 我 们 有 、 


引 理 2 “由 (1.12) X vo. ET E 0790070 
n Qu orga — edt = 0, s—0,l,sr— di | a. 13) 
成 立时 ， vo) he eS PLE MORE Hie Sete, or 
其 中 起 六 0 可 任意 小 ， WORM. LEE 
“证 OY co REA re ee oco e 
wey cof MOLE — d + VO. aia 
其 中 | | 和 
Volz) = Dae- — o) in G = ay tp OE — e 
已 在 z = < 处 全 纯 . 我 们 可 以 直接 验证 YE 
WPO = O D| E= KOPU od 19) 


这 易于 做 到 ， 因 为 | 8 
PP) = cient l, 2C — z)^'ta — 2)2,..9Ct)dt ). 


k=0 


如 果 把 上 式 中 导数 用 Leibnitz 公式 展开 ,并 交换 信和 次 序 ,然后 经 化 简 就 可 得 到 (1.15) 式 , 
注意 (1. LO 右 闪 第 一 项 电 的 积 妇 在 z — c ARORA RE LE ect REOR JL 
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Fr 阶 的 零点 , 而 当 且 仅 当 (1. 13) 成 立时 ， Vole) 在 = 一 “处 有 7 BER 因此 引 理 证 毕 . 
由 (1. 15) 知 ， 类 似 地 还 有 
引 理 3 


Gay = | G EYADE — xy + EG 
在 = = RAS 阶 零点 当 且 仅 当 | 
| E — cYeiot?o-— od = c vef (t — ey euodt * t? GO, 
Lo Lo 


5 二 0 1 or — In 
”注意 , 如 果 c € 工 ,不 是 端点 , ECS LE? 二 字 均 可 去 掉 
以 后 我 们 还 要 用 到 下 面 一 引 理 : "s 
” 引 理 4 如 果 B(z) 在 5 内 双 周 期 解析 ， 在 基本 胞 腔 中 只 在 = 一 0 处 可 能 有 单 极点 ， 且 
Pta) E H', Av O(z) Bz =a,b 附近 可 有 不 到 一 阶 的 厅 异 性 ( 见 [3])， 则 


i Go e «aco t Eo», 


mh usp A gp 
= Ot 275 2 u 
Pa) + 6 0) 一 zi „P?O dr + eese t€L, (0:16 


其 中 5 为 基本 胞 腔 边 界 上 Qi 一 oz 到 o» E 05 HAR, 为 为 ;一 十 wy 到 Gy + 65 HRR. 
E — Ut € Lv 记 基 本 胞 腔 的 边界 为 T。, 并 取 定 反 时 针 方 向 为 正 向 , 以 下 限定 x € So. 


r 
HEB 


V(z) = zl ($*(r)— @ (Ir — 2 + tG))Jdr, zE L, 
27i To EH yu. d 


D 


则 (1. 16) 左 端 就 是 亚 ” 0) 十 Yo. 另 一 方面 ,有 

zi; . jJ; 4 J Je GC — zb Cz) 3dr z € So. 
TR , 
C gaye VG) * 24, secet 2) + rod did Su | 


FI pco 的 双 周 期 性 ， d 


d. @(r)dtT = 0, `. sls POE 一 次 ) ae aas， = 0. 
anitre 
a 
iy Be) =e) + ZI, ecotcoae, 24S. l 
于 是 、 上 . Pull : DURS B ` ci; 7 B 
E Or) + E UY = PtU) +O) 一 mal {POM dr, 
sean re HX ZEN QR, us 
亦 即 


ail CORE OI) + Edr 


_ ot -yl ya 
n9 090 xi, Cot enar. u | ain 
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再 利用 《Cr) 的 性 质 ， n MM 
S(t 2e) = S(t) + 29 GH 12) US 
立刻 可 得 (1. 16). g 
对 于 一 般 的 上 E L, AFG. 16) 式 两 端 都 是 : 的 双 周 期 函数 ， TS 

推论 Hoe) 同 引 理 4， 则 


(th 十 6-0) = x; (5*() —4-(c)J( —0--£D2dc 


当 且 仅 当 
f, joker = 0 (1.18) 
A mE 
nf? (dr = nf, aodr m | Q.19 
满足 时 成 立 . 


注意 ， 引 理 4 及 其 推论 中 ， IA oC 在 基本 胸腔 中 无 极点 ， wa. 16) 与 (17) 左 端 可 
i ($* (c) Md —D0dn 1. 


"0 
. H SM 1 ut . Y re 
* PEE 2d 


E x T 到 
先 求 解 相应 于 (1. D 的 齐 次 问题 mE | NEN 
B+) = GQ) Bt). a (2.1) 
(一 ) EEG. 1D R Be”? 已 是 双 周 期 的 : E9138 1， 这 时 必然 
G. =0 (mod 2«,2c;). (2. 20 


di OG) 为 (2. 1} 的 解 , 则 有 (z)e "© AU L 为 跳跃 曲线 . UB’? Hz = a 处 有 不 到 一 
阶 的 奇异 性 , 而 在 z 二 5 处 有 (z 一 5)-% 的 因子 . 分 下 列 情况 讨论 : 
y odEk— 0. 这 时 @(z)e-zo 在 a,b 处 都 不 会 有 一 阶 奇 党 性 . PR dese te 
阶 椭圆 函数 ， 所 以 (2.1) PEER) RR 都 有 一 般 解 ， 
Plz) = Ce"? (2. 3) 
(C 以 及 以 后 带 附 标的 C 都 表示 任意 常数 ). . 
2。 e=]. MFR), (2.3) HHO 1» HR, WER, BF 0a x1, 所 
WU Bleee 可 以 在 z = 0 52 ==6 处 有 单 极点 ,因此 这 时 间 题 (2.1) 的 一 般 解 为 
OG) = PPC + OS) — CE —92. 5 (2. 4) 
3° Bel 2. KH Oz )e® Fez = AWWA x 阶 奇异 性 ,所 以 (2.1) 在 (Ru 中 有 一 
般 解 
Bz) = e"9CC, HOEG — b) + CT PG — 52; (2.5) 
而 在 (R,) PERR | u 
D(z) e 9 CC, CE (2) +C Elb) Hak! G —5) go CE (—5)). (2.6) 


- m 


Ne an 
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4^ E «0. BN eG IP 至多 只 有 一 个 单 极点 ， Abe c5 SER, dit (2.0 在 
(Ry) 或 (R1) HARA ABR € H k RU 4 9s A Ue S IA 
(=) 设 (1.11) 不 成 立 . 由 引 理 1 这 时 # 0. ` i 
1° i&«-—0 我 们 令 po E C stb uos p : 
“RY, bo) = s(z)/ofz — G.),- Xek. eP Fi mS 4 PEII. 7) 
ART WATERS RECE: = ob RR TI TE 又 分 两 种 情 沉 . 
G) RG. =0 (以 2o, 2o, WRN AAR. FAD. 这 时 万 , Co) BOR 
非 零 常数 因子 外 ) 


h, Go) VI exp ton, 3 L2), (2. 8) 
RUP Lus BG. = 2l, 十 ety 决定 . 因此 问题 (2 D 不 论 在 (Ro) RR) 中 都 有 一 般 入 
DE 248 a By uu LERS Gjov. 加 是 Se È DO 9) 


Gi) BG. #0. 先 考虑 (R)， AMRED MEO n E 
Re) 一 eG HED), RCH oe UE og 
TROG/X. c) 就 是 至 多 以 G. 为 - Br HO, AR ie wat 所 以 (2.1) 在 
R) 中 有 一 般 解 | Uo usc Y 
29) = Coro + Gy) fol. cobro, Gu 
(2.1) 在 (Ro) 中 的 解 必 在 (R,) * pue (2. 10) 立刻 知道 在 (Ro) 中 只 TAF. 
2 设 < 关 0. 这 时 我 们 应 
halz) = h — d)/e(z — b), d= be Giles ent op. o (3D 
以 保证 Xs(z) = ha GO*e"?. 能 起 典 则 函数 的 作用 ,， 
Gi) Rd ASHMG. /e #0. 又 分 几 种 情况 :， 
D d -— 1. 如 果 在 (Ri) PREMALA ot BOCA) He 10 与 站 处 都 
可 以 有 一 阶 极点 , 因此 (2.1) 的 一 般 解 为 ee 
Plz) = POC + CE) 一 Ce 一 eG — d)/e(z — b), (2.12) 
而 当 g 一 0 时 易 风 RRA 
(0 !écy- e9 (C, Y Ce Ge — Bp E E 
ER) F, 不 论 4 — 0 RE, 显然 (2.1) 的 一 般 解 为 ] 
D(z) = Ce oe — de Bu. SB) 
2) x22. BWR, (2.1) HR) 中 的 一 般 解 ， az ORD, DA ORAE 
Pz) = MOC, — GEG) C KG — d) + Chie — " ono 
xcd CEU drs — aate. EE. Go 


而 当 4 = 0 时 为 EE m ML 
Plz) = PLLC + CE G) 十 十 GI eue - 3 dee bin, , 214)! 
ER) 中 的 一 般 解 , 不论 4 = 0 或 否 , 为 | 
6G) =e (CoA CE G—d)- C, a (i —d))e* (s — Le D. (2.15) 
3) 设 << 0. 这 时 (2.1) 在 (Rs) 或 (Ri) 中 都 只 有 零 解 . 
EX. (2.12), (2.14), (2.150 RITES RR o 29 TRE a I G F fi 
do. SA anges VTE joo o ay 


iM 


n 


OD LA 
(2-12)! 
gus od 
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Gi) Hd = BIG. /e = 0. .此 时 必然 d 3a. 且 由 (2.11) XE XI ho 又 是 z 的 指数 
函数 ， 所 以 Xs(z) 在 z — a.b 处 的 形状 同 e**. 因此 (i) HEARRE., Hs 
b. 

这 样 , 问题 (2. 1) 已 完全 解决 . 概括 如 下 : 

定理 1 齐 次 问题 (2.1) 在 (Ro) PHKSIN BAK mom "T 时 只 有 
TEE, HE — 0 Hide G. SOMA EM, mde G. =O RUE — EES 在 (R;) PH x 
> o MEAT ek AAR, AKON AAEM. - 


三 , 非 齐 次 问题 
， ”现在 讨论 一 般 问题 (1. 1)， 因 为 相应 的 齐 次 问题 已 经 解决 ,所 以 只 要 弄 清楚 它 的 可 解 
条 件 并 求 出 一 个 特 解 即 可 ， 仍 分 两 种 情况 讨论 ，，， 
(一 ) da. 11) WA. 如 前 所 述 ， e? 已 是 双 周 期 的 . 
ro Re =0 这 时 由 于 ae"? t= a,b 处 有 界 ， 所 以 显然 


Viz) = es. g(De " ? CEG — z) + (2) de s 05 QD 
就 是 (1. D 在 (R 中 的 一 SP. 如 果 要 在 (Ru) 中 求解， WHS | 
| [soe = 0 o9 as | GOD 
成 立时 (1.1) TAR, ELE ERRORI 
Ye) 一 sal, gO opu — adr mE | (3.3) 


| Be DS. e fare — 6) 在 z PROS Bribes, NT 
s. n. 可 以 考虑 以 +E 工 为 参数 的 z 的 椭 贺 函数- 


) . so. OG) —z d kb). o — b) | 
c(t — z)o" (z — b) * e" (D o(kb) "m 


(不 失 一 般 性 , RATE BOE 6750, 它 在 z 一 :处 有 留 数 一 1， BURA Cauchy 核 的 性 质 
可 以 直接 验证 


Y(z)-— 


} 


g(t)di (3. 4) 


o (ze T ea — b) ot — z+ Kb) 
aided —b) 2ri eoe to ‘et — z) 
就 是 问题 (1. D ER) BER) 中 的 一 个 特 解 ， mE 

3° Beo HIT ai e <— 1, ERD 中 , Oee 至 多 只 在 x = 0 处 有 一 阶 极 
B. AEO DAR, WEA? BEG. 1) 之 形 ; WEEE: = 5 处 有 不 到 一 阶 奇异 
E, 就 应 要 求 (3.1) 中 的 积分 在 = = 6 处 至 少 有 几乎 一 * 阶 零点 , 但 因 e-”” 奉 :一 6 处 忆 
AUS MER 故 由 引 理 3, BAAR BEEN 

[eine "roa — bade = (— I fons (00), 


s=, lpo, >e h. 00 (3.5) 
HAO CRD "pagg eft; 当 它 满足 时 ， 有 了 唯一 解 (3. D. : 
如 果 在 (R。) 中 求解 , 则 可 解 条 件 就 是 (3. 2) 以 及 
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j | g(DeT LG — b)dt 一 0, '5 一 0,1, 一 £ 1. i (3. 5)’ 
当 它 们 满足 时 ; OG. D oBME- MEG 3). DENEN BEND 
(=) dO. 1D RA 记 住 这 时 人， #0. o MA, 
r We =0.. o vo CU o " 
G) 设 G. =o. 这 时 (1. 1) 在 (R PERHE 机 
h a (ze? g(t) _ m" 
Ye = | LE Ia 9 
RFA. Cz): 由 (2 8) 给 出 . 如 果 在 (Ri) RIRH, - MEME n» LL BOO 
: HO NE pU DER (e pi 4i ] 
i d. hi, teta E OEE E Ciar o m G 7 
为 可 解 条 件 ， 当 它 满足 时 ，(1. 1) 有 唯一 解 CURE Lai 
: hy G)et? (t). Ad; 
eo-EI a LE SEG TEES. (3. 8) 


Gi) RG #0. RHA D Ro) 中 无 条 件 可 解 ， 且 最 然 有 唯一 W- 


5 ha (zje (ty _ E _ 加 tue A : 
Dz) = ey emm "ro be EG) EG.) EG. Xd, (3, 9) 


其 中 h,(z) 由 (2.7) Sh. 也 容易 把 它 改写 为 d 
ege Lf git), s(z —t4G, 2 


HG.) rijn e^ ott =g). 

(3. 9) 或 (3. 9) 也 是 (1. 1) ECR) 中 的 一 个 特 解 - | | 

2 设 k 之 1 由 于 这 时 eos d/a b EL 放 有 
G) MdEL, Wm i " 


wz — de af ze- "m (t) 
votz — b) © 2xi]r a(t 一 dje ro 


Pz) 一 


(3. 9)! 


V), = GG = z) a Staten d) Xe 68. 10) 


eon E 


已 是 (1.1) 在 (Ro) 或 (Ri) 中 的 特 解 . ““” 0 

Gi) 如 a EL, 则 C3.10) 中 的 积分 当 « 一 1 (Hd #a) He Law erin t 但 当 
k 之 3 时 tO ARM 

为 了 避免 这 一 困难 ; 可 改 用 下 询 作 法 . 引进 在 二 :外衣 数 为 一 1 的 一 个 E TER 
B 例如 , Hedo, 可 用 

a^ (z)o(z — t — kd) o*(t — d) 
COD aG Xx) — d) wQ)eC- kd) Y ^53 

SATIRE. a. "D (Ro) RR) 中 有 一 特 解 M ZEE 
OO leen Y zl, gd CERTA 
adre oy ' oni Ly o" (e ® | 62) C ge 
而 如 edi 0, 则 不 用 (3. 11) 商 任 取 一 点 EL Bose s, 并 改 用 TH. 


(z — coz — t + rle — d)» A OCR d) 000 wo igr i 
olt — z)" (z — d) o" (t — c) (x(c — d)) ; 


代替 (3. 12) ， 有 特 解 E 0s Us 


i BD 


GD = 
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oO 1f ra> DEG), a(z—t+K(c~d)) 
a(K(c—d))o*(z—b) 2m i} ng" (i c)e? © o(t—z). 
此 外 , 我 们 注意 , 如 果 g CO AT WO 的 < — 1 阶 导 数 # TERIS, e] 中 关 了 积分 的 扒 
广 ，(3. 10) 式 仍 可 用 作 (1. D ER) RR) 中 的 特 解 .: E 
3 e< 先 假定 4 关 5 即 G,/x 关 0. ”这 时 显然 如 时 DERD HEM, 则 必 唯 
一 ， 且 必 为 形 如 i 


_ o*(z — b)e’® ont — bg _ 
M2) = dy zi, i, as C die od z) 十 志 (z)]dt， (3.10) 


V(z)= di. (3.13) 


但 它 一 般 并 不 在 (Ri) 中, 因为 它 在 z =a SPARE <r MERE d 天 a 时 ) 或 者 不 到 
一 * 十 1 阶 的 奇异 性 ( 当 4 —a BD. 为 要 使 它 在 z = d 处 有 界 ( 当 d Aah) 或 有 不 到 一 阶 
的 奇异 性 ( 当 d =a BD, 须 且 必须 (3. 14》 EMRE = = 4 处 直到 - 一 《一 1 BL) S OO 


零 . 由 引 理 3, 这 就 要 求 : 
dg vo p—d)de= CL y na Di Daa. poa), 
Ie b)e Tob ¢ a 8 "(t— bye "e d 
E 00459 $70,101. —x—1. 5 (3.15) 


当 这 些 条 件 满足 时 ， (3. 14) T D HER, ) 中 的 唯一 ff. 如 果 在 (R) PARE 可 解 条 件 
应 是 | , 
| OE ROG is LU (3. 16) 
_ ly 9 "(t — bye” ® 
J, ee Pa- ddr =, $= 0 — #1. (3.17) 
Lc “(t 一 bye Y^) u 
当 它们 满足 时 ， Qe D Ro}. 中 有 唯一 解 


ot(z— be 1 otG—d) PO 
a ^"(z—d) 2m ijt, o-*(t — bye" © 


2n Y vq 


D(z) = £3 x) 07 08.185 


再 设 d œb HG, /e 三 0， 这 时 67" G — b)/o-*(s.. — d) fez ;的 指数 函数 ， me” e E 
t— b Ab — k 阶 零点 ,因此 以 上 的 论述 和 结果 仍 成 立 . 

.综合 以 上 结果 , 我 们 得 到 | 

“定理 2 对 于 非 齐 次 问题 (1. 1)， BRER) 中 求解 ， DE. e 1 时 无 条 件 可 解 ; 当 
“ ORE — ec LACTM AERE, Bw 一 0 时， 如 Gs BOM LAH LM, eG, 三 0 则 有 
一 个 可 解 条 件 ， 和 如果 在 (R,) PA, MY CSO 时 无 条 件 可 解 ，, 当 上 < 0 时 有 一 上 个 可 角 
条 件 . 

前 面 设 7 全 在 基本 胸腔 内 今 讨论 ,的 两 端 在 基本 移 腔 边界 上 的 二 合同 点 处 而 其 余 
部 分 在 其 内 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 6 =ar 2e. WRB tL Ea 与 处 有 平行 的 
WR. M Lo 以 周期 2w 延 拓 时 ,成 一 无 限 迁 他 的 光滑 曲线 55， 所 以 工 现 在 是 由 无 限 条 互相 
平行 的 曲线 on = 0, 土 1, 5 2,2 构成， REL BLS 经 平移 2o, 后 形成 的 . 求解 
(. D Bf, HFa RE LS 上 与 别 的 点 处 于 同等 地 位 ,. BAER O(c) 在 zi=a 处 也 有 界 ;: 查 
L, EIER log GG) 的 一 连续 支 ( 例 如 不 妨 认 定 0 委 “<< 1)， 则 有 


zog Gla) =a 4 if, zog Gla + 2) =e + a + if. 
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仍 定 义 G. ,7Y(z) 如 (1. 6), 1. 7). 
于 是 以 上 所 讨论 的 一 切 方法 与 结果 也 都 成 立 ， 还 可 注意 , 现在 4d — a — G. /rx 十 2o, 
而 且 所 有 结果 中 的 。 与 4 一 律 可 分 别 改 为 。 与 a 一 G. /4 


应 用 于 求解 奇异 积分 方程 


Ll 我 们 应 用 上 述 结果 来 求解 奇异 积分 方程 > wes zm 


EUR rr DFE), rE€EL, ^n 


AWP) 十 


其 中 4,B,f € H, BA! — B O0, HERI pU) YE a.b 处 可 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 
像 通常 那样 , 令 ， . m IM S 


| ec = xa, «DOG 2) EGO teh 000 7 (2 


则 (4. 1) 成 为 在 (Ri) PROD 的 解 ， 其 中 
G= (A — B)/(A'+ B, B= H(A i 3 
HET RAM. — | B 
iG. 1) 有 解 ， MEKA 2) 定义 的 Be) | DAI T NM D ER) m R2. in 
G(z) 是 这 样 的 解 ， 则 由 下 式 求 出 的 
pt) = Ot) —6 (0) | (4. 4) 
要 想 是 (4.1) 的 解 PA Cod 下 ri 
A(t) LB+ c) — EE + : C+ LB d) ch a nd gar fo), (€L, 
但 这 等 价 于 
十 | (5* (c) —6- (OJCEG—D FE) de = St (02-67 (0, 1€ Ly. 
而 由 引 悍 站 的 推论 ， 这 勾 等 价 于 (1.187 ROI DIS a RIA O 
定理 3 E CEU FOE ARH RO 1) AB RRO 18) AG. 19; ET 
bd4dREMOA GAS 0 0! odit 
PUTTE E L, 是 (三 ) 中 末 段 时 的 —— D. — 现在 引 理 ， iR 


其 推论 仍 成 立 ， BOR A ITI Stash Spy sega 3 也 成 立 ( 但 要 求 eo) Er = 二 处 从 而 ， 
d») 在 = 一 “ Ji RY. 但 应 注意 ， MR Ly REAREA — 一 血 一 E ‘Blo, 一 os A, 则 条 


件 (1. 16) Sa. 19) Bf; Podi Fy Oe) BERHO a. 而 要 用 (1. 18) 时 ， eg 


中 的 O0) Rive E L RA Er BERRADE : … , 
2 也 可 考虑 另 一 类 奇异 积分 方程 
A gt) 十 A, eot ~= D0dr = f(t), t € Ly. (4. 5) 
它 可 改写 为 


AGO RT. PD EHH d= f(D0-ABOEOD, £€ Ls (4.6) 
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其 中 
id «ode O (4. T) 


E 


BR, 如 果 eco 是 (4.5) 的 解 ， 则 由 (4. 7) 求 出 4 后 , 90) 必 为 (4. 6) 的 解 . RZ, 如果 
(4.6) 可 解 ， 其 中 待定 (如果 有 解 的 话 ,， 解 中 当然 含有 7， 而 如 又 能 选取 \ 使 满足 (4. 7)， 
便 可 求 得 (4. 5) 的 解 ， 于 是 我 们 有 

定理 4 方程 (4. 5) 等 价 于 方程 (4. 6) AAR RAD. ; 

当 Z。 是 (三 ) 中 末 段 的 情况 时 ,关于 方程 (4. 5) 的 定理 4 MRE 
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ON DOUBLY PERIODIC RIEMANN BOUNDARY. 
4 VALUE PROBLEMS ALONG OPEN ARGS, |. 


Abstract 


In this paper, weconsider. the doubly periodig Riemann boundary value problem a. 1) 
along a set L of smooth. open.arcs, any two of which a are.congryent to each other, with re- 
spect to the two periods. In (1. D. Ga) #0 and g(t) are given, functions on Ès continuous 
in Hólder sense and doubly periodjc, and $* Io are the boundary; values, ef the unknown 
doubly. periodic analytic function, Ple) along ; the different sides, E de „Such problems, are 
solved effectively ; SO that both, the solutions; and the 2 canditions. of solvability. are. obtained i in 
explicit form. The results are then applied to solving certain classes of singular integral 
equations "like (4. arid (4. 5) With kernel involving’ Weierstrass i functions. The case in 
which the two ends of each arc are congruent\is also considered amd similarly Solved. . 


2 Ul "E 


[ERTEN 1 1980, 1 1 (12): 289~298. ] 
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双 准 周期 Riemann 边 值 问题 | 


,对 于 双 周期 的 Riemann 边 值 问题 Ce a AP 


BMH =CHOM+e0, TEL A Q0. 1) 
其 中 工 是 基本 胞 腔 S。 中 某 一 I Oe ERE 
口 的 情况 ,都 已 有 较 完善 的 研究 >3， 本文 将 讨论 双 准 周期 的 类 供 问题 ， 这 种 问题 在 实际 应 
用 中 也 是 很 有 用 的 ， 因 为 在 许多 半期 现象 中 ， 某 些 量 是 准 周期 的 ， 例 如 周期 应 力 的 平面 弹 
性 问题 ， 其 位 移 一 般 就 是 准 周期 的 Ca. 在 讨论 这 个 问题 之 前 ， 我 们 对 双 淮 周期 解析 函数 的 
一 些 性 质 作 些 说 明 ， 
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取 定 基本 周期 为 2w ,2w,， 其 中 Ir (1/2) > 0 CHER BGS AES 我 们 采用 
[6])， 下 面 给 出 一 些 名 称 . 复 平面 中 单 值 解析 函数 (可 以 有 孤立 奇 点 六 FCz) ， 如 满 证 


flz + 20;) = flz) + a j= 1,52, (1.1) 

则 称 它 是 加 法 双 准 周期 的 (解析 ) BB, Mo, esi 称 为 它 的 加 数 ; 如 果 此 外 奇 点 只 可 能 是 极 
点 ,1 则 称 它 是 加 法 准 椭 圆 函 数 .同样 ,如 果 把 (1.1) Be a RLU 0g det 
fG + 2a) = Byf GO. BFO, jl 2. ELTE 00012) 


DET Po. f(z) Fy TLE GG RC MEAN IRL RAT 及 ,8 Ph DITA. EE 
函数 (加 法 的 或 乘法 的 ) EC CREE E EAA So RIRA ct, s decor TA BAT 
四 边 形 ) 中 各 极点 阶 数 的 和 . W.T. Keiter®] 曾 讨论 平面 中 控 掉 一 些 周期 合同 孔 后 所 成 域 中 
加 法 双 准 周期 解析 函数 的 某 些 性 质 . 我 们 将 讨论 全 平面 的 双 准 周 期 解析 再 数 的 一 般 性 质 
对 于 加 法 双 准 周期 函数 ,首先 我 们 有 
引 理 1 Be) 4 oon A naa MEHR, Es HR ae 
必 有 如 下 形式 ; sows 


F(z) = dz + Ho =+) + Ete), (1. 3) 
KP EG) dian ue f Doy ZOOM 
(uf : um 


m9; = Elw) G 2 1,2); RES) ARMM A A DH. ME) eR HRA — 1B 
AN e, 且 后 一 情况 只 可 能 出 现在 Zo atak NH. oh A. 3): Late ! CE 
此 由 等 式 


- 
he, — p = dni mioo ason HA 
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容易 直接 验证 . 下面 的 推论 也 极 明显 ， 
推论 1 如 果 上 述 f(z) 是 一 阶 的 准 椭圆 函数 ， 且 在 So 中 以 zo 为 单 极 点 ， 则 


zx) 一 C 十 jz 十 几 (= 一 go) (C 为 常数 ). (1. 6) 
推论 2 如 上 述 f BATH, 则 必 有 a,/a, = = w/w, E - D 
È Co RQ 46 t+ eg EaD A a (1.7) 
其 中 一 所 一 zi; 因此， wR a/a w/o, WE f(z) 一 定 有 坷 点 . 


对 于 条 法 双 准 向 期 孙 数 ， 我 们 有 
引 理 2 ”如果 f(z) An Grae Bh Bak, 以 B, B ARH ES Prine ,Zn( 各 个 


Zk TARGHE LLB) Ad , 则 必 有 a uot ] Q5 07 t ts 
fGy- (Co + Barre He PER aD 
mm nu s Hee sn 
d p u "E ` il E BE H 
其 中 Cow C, 为 常数 ， dh OE : Doc ig : pe X. 77 xo 
A= lou — ^y), UT 4.9) 
ies ndr — mais) l L Das (1.10) 
ik LIL, = log B,G = 112), TARTAS B GERE A 
immu db MEM 
£e = -Zz LIA) e* 
Um [re —2) ^ ov^ 


Hn — LA Bisbe YAR 以 25052, BN, WL eo BYE, — 
注意 ， 总 可 以 适当 选取 Yi; 使 nz。 € Sos 从 而 也 有 之 0 € So 
? Hs ETC) FOAM BR, LBP, ARs S A ETE il 


Y; i be 能 使 /7 一 时 f(z) TARR Blix} oM Wet 
OU fe = "(C 为 常数)， 
AL doe oe yor 
ui À Zo = Rey 四 cog t 


暂时 全 ， Y, = log Bi 任意 取 定 一 值 , 并 令 
: Ce 
因此 F(z) = f(z)/r(z) 以 20, 为 周期 且 无 奇 点 , 易 见 
F(z 十 20,) = B, e F(z) = aF (2). 
,如果 一 =1, WF) 已 是 双 周 期 的 , 又 无 奇 点 ， Lord 且 这 时 Bs = e^, AT 
= log B, = Y ws / an, 必要 性 思 证 ; U 
"mg. 关 1. BHF (z) Fourier RR: 


F(z) = 3 A,exp Pu 


m= 


代入 上 式 并 比较 系数 , 可知 
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(a — e?™/%)A, — 0, m= OF BL, Eeeboo , 
[a 251, PRA — 0. LAS) 25 0， 所 以 至 少 有 某 个 4 天 0 从 而 必然 只 4 有 这 个 ALFA 
0, 因为 o/a, 不 可 能 是 整 实数 : 于 是 F(z) = Ae", m 
a 二 B,e ^ - = pitt; Vos Uo Ves 
故 任 取 Y, = log f£; 的 一 个 值 时 ， 恒 有 ， 
Y, — Yu, = 0 (mod 2x ior, 2a x 

因此 总 可 改变 Yi, 的 值 使 Y,[Y, = w/w. B 

it f(z) FA EE CURAR SA 0). 如 果 f(x) ABA, We fle) =o. 

推论 2 f(z) 同 引 理 . 如 果 f(z) 以 2 为 周期， 则 必 fz) 三 常数 

-这 两 推论 都 很 明显 . 

如 果 允 许 观 准 周 期 解析 函数 二 以 有 本 性 奇 点 ， 我 们 也 可 求 出 其 一 般 表 示 式 ，; 由 于 本 文 
不 用 ,， 故 从 略 ， 只 指出 下 一 明显 的 

| 8|3B«4 BRIG) RAMA 以 BR: dh 中 5 Rune = 0 为 坷 点 ， bi 


必 有 ok di 
Fle) = Eee, 00 0s TRUE VIS (qug) 
HP Eze) 为 双 周 期 的 ， 在 So 中 至多 以 < 一 0 为 坷 点， RC 
Anh n NES iz B 
a = nim 一 VR» p = die — - 7a). (1.12) 


这 里 Y; = log fj 均 仍 可 住 意 取 定 ，“ 

ERRAND ARES 因为 六 可 取 玲 同 的 南 数 佳作 从 贾 几 就 要 换 成 局 期 合同 
的 别 的 值 . 因此， 如 果 限 定 py © Sy, RCI. 11) REE h. 

注 ”类 似 地 可 定义 分 区 全 纯 ( 或 解析 ) 双 准 周期 函数 ， PE PRE 这 在 下 面 经 常 


要 用 到 . nU V 
ez 加 法 双 淮 周期 Riémahn bame Bo 
对 于 加 法 问题 (0 1), G 只 可 能 是 一 常数 : O | : ZI 
pt =G S(t) + git), ÈL? Q.D 


其 中 已 设 G 尖 0; cd) CH AEA, EP EIC S ER 9c i 
双 准 周期 的 ， 并 分 区 全 纯 0. 

I ， 先 讨论 L WS. 中 一 _ RRR, HEE 已 到 定 反 时 针 向 为 正 向 不 
KMH, TAAG L 如 果 用 记号 [J 表示 关于 模 Dos der S AS ARNA, FE 
gro = got), JU] go C ERAN. LBS 、 l | 

D(z) = D(z) 一 mg, — nga, Hr = {zj + 2mo, + 2n, € S* Bf, 
D(z), Mz E.5- 时 ， 
这 里 5- 是 工 所 围 的 外 域 , S+ Æ ST 十 工 的 补 ， m oc 
PL) = 65 @® + go), 


t 


Q 当然 也 可 推广 到 (zy 有 奇 点 的 情况 ， 下面 方法 完全 适用 . 
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且 Po(z) Jr X 4 Te BE JR 03 iR TR 
Gy gj, pn — zdr = = (2) - zi, B OEE — z)dr. 

就 不 再 有 跳跃 也 无 奇 点 . 故 由 引 理 1 推论 2， 

dz) = Co + Ciz + sil, g t —'z)de, 

其 中 CoC 为 任意 常数 .最 后 便 得 


chong ng JO 十 mb, EOE = Di, o 


& 


Dz) = ue z = = [z] + 2mo, + Onto, € st 时 ， B (2. 2) 
eA [C + Cheb 2 g(OEG — ed. Mae $- s. 


«a Se PFA MM ROG BLE a Bhd 的 办 向 为 下 向 )， - Ak — Rit, BE 
OEL BRAM 1) 在 人 关中 求解 DAMOG 在 一 DANAA BEER 
性 . io) 的 加 数 为 $,,0,, 于 是 


D= G kge GF: 3) 
如 果 C 一 1， 则 必 g= 0, 这 时 geo 已 是 双 周期 的 ， 立刻 可 知 
l DE = C, + Ciz un su Hd. 0 0 
RG 1s BPA n HR. DT, ao. 3» 4, D, 已- 总 确定 ， 
o; cem Gj = 1,2). nr; us MEN .Qg. 5) 
4 V) = i be GRO bL Sod v vos 
= i9, — h), p= i Go, 一 ağ), (2.6) 
WY Cz) 也 以 D: Da AWB, AT PG= P@) — X GD BRNA. LS 
gal) = git) 一 (一 GY), (2. 7) 
则 goG) 也 是 双 周 期 的 ,于 是 (2.1) 化 为 了 双 周 期 的 Riemann WRA: 
$*,) 一 Go, G) 十 ROR tE L; (2. 8) 


但 要 注意 ， D(z) He = 0 处 十 般 有 一 Bri. RLS] PaCS, 应 在 (Ri) 中 求解 ， 如 果 
BUE (In |G| 为 实 值 ) | | | 
i L i s dogG = In AGL tb - iĝ», m <6 Xm. 


PEGEL, WAJA s | 
a + if =— Gi = 2-1 mici, ~1<a<o 
a, + ig, = Gm gh geile. O<G<1, | 
G, = aij oe Ga — Gob a), m (2.9) 
Ye) = zl. log G «(t — adi = Gy PE 7 


rm 
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因此 
ev 一 (SE = 一 DY", (2.10) 
这 里 最 后 这 函数 应 理解 为 , LAR ER SERRE. 下 面 根据 [3] 中 结果 
进行 讨论 
1" ”如果 
WG. =kmi G=1;2), (2.11) 


DRED 7,/7, = k/ki, HG, = 2ko 一 koi Cki ska 为 整 实数 )， 则 ， 
(a) MRG(41) 是 正 实数 , 则 (2; 8) 的 指标 < = 0, 从 而 在 (R,) 中 无 条 件 可 解 ， Ax 
一 般 解 为 


Ont 
其 中 CC 为 任意 常数 ; BA GO, WA 
Dle) =e [c+ zi], e 


FER e? ga) DA A n ABI C2. 100 (2. 7) 和 (2.6) 给 出 . 但 实际 上 @(z) 不 能 在 > = 0 
处 有 极点 ， 故 需 


D, (z) = eefe + mil, golt)e™ © CECE —z) + tc», 


一 ?十 


etae) +E (2) Ide | tae + abe), (2.12 


+o c -Todt = 0; > (2:18) 
xij, He 07 l ` 
或 即 . 

x. Cat + ut ()3e7" de 一 ey = $n al; ge ode, e (2.13)! 


ES 


这 是 A e 从 而 也 是 gi,g; 的 线性 方程 ; 这 就 是 说 , g (1) 的 加 数 要 受 一 线性 约束 ( 当 g1,g; 的 
系数 不 同时 为 零 时 ) 或 者 eG) 在 1L。 上 的 值 要 受 一 约束 ( 当 (2. 12) 左 端 恒 为 零 时 )， 这 时 一 
般 解 为 (2. 12). 
(b) MG 不 是 正 实数 ， 则 (2..8) 的 指标 x — 1. 这 时 EER) 中 的 一 般 解 为 
Biz) = ere [Co + CIEGO) — Citlz — 592 
olz)? 1 | olt — b) 


OLEDE e g(t) 


olb)o(z —b) 2mi 
mi De) = Dle) + Az + ut GO. 为 要 它 在 z = 0 处 无 极点 ， iri C, 二 一 ue", 所 以 这 时 
(2.1) 无 条 件 可 解 , 且 一 般 解 为 
$2) —AGO-- pt Ge? (C ue 7 9 (EG) — C —5)2 


o(z) 1 f seu—D :S(t—z-4-b) J. 
tio pb) ami netos d) UO o(t—z) dt 


2°) 如 果 (2. 11) 不 满足 ， 也 分 两 种 情况 讨论 : 
(a) MRC 是 正 实数 , 则 (2. 8) 的 < = 0. uu 
G) WRG, =0 (mod 20,20), MÆR) 中 可 求 出 Bo(z)， 从 而 求 出 


Po 


c(t — z 4 5) 
Zot t) ott — 2) dt, 


(2.14) 


D(z) Ac plz) +h, er [cea ED eH], (2.15) 


2x iJ ne" OR, (E) 
Hepa. (z) = exp{2(9 + Lop)z), 这 里 已 设 G, = 21,0, + 2l. 为 要 它 在 之 一 0 处 无 极 
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点 , 应 要 求 
-Lf _ go) . 
u= il Fop E (2.16) 
这 又 是 ore, 应 满足 的 线性 关系 或 o0) BEES BORE. 当 它 满足 时 ，(2. 1) 的 一 般 
解 为 (2. 15). 
Gi) MRG. Ao, 则 可 得 
En o(z+G.) ere eo o 1p g@) _ Fat tG.) 
P(x) =az+ pl (z) +C “Te "AGO rijeto e) dt. 
mE | | (2.17) 
为 要 使 它 在 = 一 0 处 无 极点 , 必须 
=— p/o(G,)e’™™, - 


以 此 代 人 (2. 17), £818 (2. 1) 的 唯一 解 . 
(b) 如 果 G 不 是 正 实数 , 则 “= 1. 
G) 如 果 G, =0, 则 E3j 中 的 do — 5, 故 . 
| De) - het i te CHCE) - Ci G — b)2 
h. -De |， 


a ONT Da. — (G9 


+ bh, (t)e 7o 
Aba. (z) 同 前 . 为 使 它 在 z=0 处 正则 , 应 取 
Ci 一 一 A/ero. 
故 问题 (2. 1) 无 条 件 可 解 , H— 般 解 中 含 一 个 任意 常数 . 
”Gi) MG. 40, WS d=s—G.. 由 [3]: 7 
D) ÆG., DU ， 
l az 一 DG，)erc 


$(z)-—Az-F ut (z desee CcF6EG)- CE G- EEG.) 


zl Fee ode z)-FÉG—b4-G.)2dr), - (2.19) 
其 中 应 取 
o Cr=— patb)/a(b — Gy de™. 
2) #o=cG.,,, W 


o(z)e’@ 


P(x) — Az pt GO dr eo GEC (z)J 


o(z—b+G,)e"™ " '" o(t—b) g(t) 
web) ` mile s(rI—b4-G,)e" ? 


+ e—z) + (2—-b+G. Idt, (2. 20) 


其 中 应 取 
C, —— polb)/e™. 
综合 以 上 情况 ,我 们 得 到 . 


定理 1 -— = ab € So) 的 加 法 双 准 周期 间 题 (2.1), 当 G 一 1 时 ， 无 条 
件 可 解 ， 且 一 般 解 中 含 两 个 任意 常数 . 当 CG 天 1 时 ， 如 果 它 是 正 实数 ， 一 般 说 来 问题 无 条 件 
可 解 ， 且 有 唯一 解 ,例外 情况 是 Gs =H 0, ER g(t) 的 加 数 g1,82 要 受 一 线性 约束 或 者 (1) 
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& L 上 的 值 要 受 一 积分 约束 ， 当 它 满足 时 ， 解 中 含 一 个 任意 常数 ; 如 果 C 不 是 正 实数 ， 则 
问题 无 条 件 可 解 , 解 中 也 含 一 常数 . 

| 以 上 讨论 的 方法 完全 适用 于 是 具 结 点 的 逐 息 光滑 南 线 的 情况 ， 也 可 讨论 在 某 些 端点 
处 要 求解 有 界 的 情况 ,这些 在 原则 上 都 没有 困难 . 


L. WEL, = ab € S, Bb a + 26 的 情况 ,并 设 L 在 a,5 处 有 同 向 的 切线 . $B L 
经 2, 作 周 期 延 拓 的 光滑 曲线 为 L。, 把 L 经 he, 平移 后 的 油 线 为 Li(k — 1. E 2.0. 


WL = = A 又 记 Ly Su 间 的 带 形 域 为 Sis ABO € So. 


在 以 上 情况 下 我 们 来 求解 (2 1)， PREO € HRT L Es 但 由 于 a Ate Ly 上 已 
无 特殊 地 位 ,因此 我 们 将 要 求 Da) 有 界 . 分 两 种 情况 . 

如 果 G = 1, WHA, = 0，(2. 4) 仍 为 一 般 解 (容易 验证 @(a) 确实 有 界 ). 

如 果 G se 1， 则 问题 仍 化 为 双 周期 间 题 (2. 8). WEG. = 2wGco 在 (2. 10) 中 如 限定 
z € Sy 并 取 定 一 支 ;: 则 不 计 三 非 零 常数 因子 , 有 


e? Lem > CS 
从 而 一 般 应 有 
ele) — Gre Gone ， z€ $,; 4 B (2. 21) 
由 此 易 见 U 
eee) uer mel o EL (2. 22) 


1” 如 果 (2.11) 成 立 , XXE e"? 已 是 双 周 期 的 ， 由 此 易 得 (2. 12)， 可 解 条 件 为 (2. 13) 
或 (2. 13)， 不 过 现在 ero — 1, 此 外 ， BS OG) E L Et 一 al 处 确实 有 界 - 

2". 如 果 (2.11) 不 成 立 ,， 则 又 分 两 种 情况 . l 

G) RG, =0. 这 时 仍 可 得 更 (=) 以 (2. 15) 给 出 ， 可 解 条 件 仍 为 (2. 16). 不 过 这 时 可 
以 求 出 


xi | A 
— E z € So, 


h. (z)e™™ = exp 
从 而 
h, (z) = G'exp| 一 人 | , z € $,. | 
因此 所 求 一 般 解 为 | ` 
Bz) = àz + pt (2) 


+ G* exp| — 2 fom i lc 十 aril, go(tvexp 2 
€ 


2x1 


ieee — z) + (2) ide}, 
z€$, (2. 15)' 


而 可 解 条 件 则 为 
=> d go(Dexp bom it dt _ " (2. 16)! 
C=— u/a(G,). 


所 以 在 这 种 情况 下 结论 是 : yog 
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定理 Ht L= ab eS, b= at ie HR, 当 G 一 1 时 ，(2.1) 无 条 件 可 解 ， 
一 般 解 中 含 两 个 任意 常数 . 当 G 尖 1 时， 如 果 G. 40, 则 问题 有 唯一 解 ， PRC, — 0, M 
或 者 g(t) 的 加 数 要 受 一 线性 约束 ， 或 者 gl1) AL, 上 要 受 一 积分 约束 ， 且 这 时 一 般 解 中 含 
有 一 个 任意 常数 . | 


$3 “乘法 双 准 周期 Riemann 边 值 问题 


现在 考虑 乘法 双 准 周期 问题 (0. 1). 我 们 将 认为 Gt),g(1) € 五 ,GD) #0, 它们 都 是 
乘法 双 准 周期 的 ,分别 以 Gj,g; HRA G 40, j 一 152). RRO GO) 也 是 乘法 双 准 周 
期 的 . mE EM 

I， 设 韦 是 S 中 一 条 光滑 封闭 曲线 . MRO € St. Hid 


一 L log G; — mlog G), Q= + (eilog G; — wlog Gi, (3. 1) 
其 中 log G 已 各 取 定 一 值 ， 于 是 
G) = GGyeP* 9o, (3. 2) 
就 是 双 周 期 的 ， 如 再 令 
Vi(z) = Pte), We) =e % Sz), (3. 3) 
则 (0.1) 成 为 


V*G) = GG) Y70) EE), t € L. | (84) 
其 中 有 + c) de EH DESEE AR KS BR - | | | 
先 考虑 齐 次 问题 : g(t) = 0. 这 时 (3.4) 成 为 | 
YC) = Glew), CEL, (3. 4)’ 
其 指标 为 | | 
“一 zLidog GG, = 517 Clog G0,. 


用 [2] 中 结果 , OC) = Gk" X, ， 其 中 


a(z)o(z — a — a) 


Ha) = olz — w,)o(z — w)’ 
又 令 
Vi) = Yt), Pre) = Ye), (3. 5) 
则 (3. 4)" 成 为 
Pta) =G. PTE, tEL, (3. 4)" 
rt Go 仍 是 乘法 双 准 周期 的 , (ET GO 在 z = 0 处 的 阶 数 为 <， 再 令 
Pz) = zi], joe 6€ -ta — di, X.) = exp(T (2). 


Jl] X . (x) AAW HE HR RC, V^.) / X. (z) 已 无 跳跃 曲线 ,但 在 = 一 0 处 有 *“ 
Br. 
如 果 “ > 0, 则 由 引 理 2 A. 
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"n . . 

ze sc, 十 2,04? Ge 一 E G. 6) 
FP Osca ,zo 均 为 任意 常数 . 将 (3.5),(3. 3) RAG. 6)， 就 得 出 齐 次 问题 的 一 般 
解 . 

如 果 “< < 0, WAY. (2) 在 =* 一 0 处 有 一 “ 阶 堆 点 ， TELE AF = 0. Br 
以 ， 这 时 齐 次 问题 只 有 零 解 . 

现在 考虑 非 齐 次 问题 (0. 1), 它 已 化 为 (3. 4). WEE GO BORA DR YE. ECL 4) 立 
刻 知道 


Y, (z) = exp(Az + P(z)) 


VIVO = PGO FO + gga), p= B2. 
与 (3. 4) 比较 , 因 g() 不 恒 为 零 ， 故 必 
[1 1 1 
vy vi 81 
(UE "us 


降 秩 . 如 果 其 秩 为 2， 则 必 . 
Eta) = agl), Gy) v- [OM 一 《1 一 2, 
其 中 a 为 某 常数 . 这 是 平凡 情况 ， .不必 讨论 ， 因 此， 如 果 不 考 虑 平凡 情况 ， RI Te a 
91, TEY} =g; MVR) Se AAR MRR 
ERY. GO,X. GO 如 前 ， 则 (3. 4) 成 为 
Vio) Wo), g.) 


tEL, (3. 7) 


XO X0 ^ XT@)’ 
其 中 已 令 on 
ege) eed). os, | (3. 8) 
4 | 
2l | 
G. 一 zri), los dd 7 ; (3. 9) 
则 有 
X. e+ Bay c Sha OR oot (3.10) 
HEY. (z)/ X. (z) 的 乘 数 为 gel, BEz = 0RR e SIE ORI B, 使 
220, — 287, — log £, 7= 02, (3.1D 
亦 即 Us UU l 
oa = J- (nog gi; — "hog g1), 一 + (log g: ~ «log g1). | GD! 


其 中 log gj 已 任意 取 定 ; 不 芒 设 这 样 取 定 , 使 PE 5 RES RUBLE PERL), pA TIE 
一 意 确定 , 分 两 种 情况 讨论 . 
ro RG. AR. RNE 


tz l g(t) /— | c(t— z T p») 
Y = QU Exi ne^ Xt) o@—z) dt (3.12) 


其 中 o, 0 为 待定 常数 ,要 使 x+, (z) BARR oe". 为 此 , 由 (3,11)， 不 妨 取 
d =a, P=B—Gi,: 50 
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这 样 , 0, (x) = Vi (2)/X.@)— x. (2) BGB, 在 x 二 0 处 有 « 阶 ， ROS ge^ 
(a) Beo 由 引 理 2, 


0.) = e E20 


T (C, 十 2,047 G — zy) . 

为 要 使 它 有 上 述 乘 数 ， MR zo BA 使 满足 : o SOR HS. 
2Àe, 一 2*;(kgo + 6.) = logg j=—=12 eu 
与 (3. 11) ER, AAR mE 

A=a, z= (B—-G,)/«. 

这 样 ，(3. 4) 无 条 件 可 解 , 且 解 为 


B-—6. » E" 
ra ELE a Per 
Viz) = ero — le + 人 CN Ge 一 一 人 一 )] 
1 Lf £e ad 一 z 十 一 G.)， 中 
+ e(B —G,) aril, entro olt — z) (3.13) 


(b) BE = 0. 现在 0.(z) 在 z = 0 处 无 极点 , 故 由 引 理 3; AO. (=) = Ce". Till 
C#0, 则 它 是 乘法 双 准 周期 的 ; 由 于 其 乘 数 应 为 Be” MOUTERE A, 使 
. HE | ZÀw; 一 DN; . —logg; pols? 
但 与 (3. 11) 比较 , 可见 G, 三 B. 此 与 假设 相反 , 因此 2 (2) = 0 所 以 这 时 (3. D 有 唯一 解 
entro 1 g) ot zB 人 OO, ) 
op — G.) ixi), etto g(t — z) 

(c) Be<0. RW. (2)/X. GE 2=0 处 有 一 « 阶 零点 . 但 Xx. COA, Auta. (0) 
HAR, 所 以 同上 理 , (SERO. (z) 二 0. Alt, MBAR, DER, 且 为 (3. 14) 之 形 . 
但 由 于 亚 .(z) 应 在 z=0 处 有 一 < 阶 零点 ， 故 有 下 列 可 解 条 件 ， 

U) (9 OEE BG D) qo, = 0,15). (3.15) 


V.(z)— (3.14) 


Lye tt" e Sae? e(t —z) 
2 WG. B. OA AT BE log g; 使 (3. 11) 中 的 8 — 6... 因此 
2aw, = log g; + 276 .. (3.16) 
D e” 的 乘 数 就 是 ee 这 样 , 不 用 (3. 12) 而 可 改 用 
0) Ef P ga e) piede (3.17) 


2T lr e" Xi 
(a) Hie 0. 间 题 (3. D 无 条 件 可 解 ， 且 解 为 


v. wero [cat 5 Fee 2c ie 


k=0 


CEG-—z3)-4-£(03dt). (3.18) 


Le i. 


(b) Be — 0. BNO) = V2) /X. (2) — X« GO BCE 之 形 ; MBG. 4 A, 
WAX, (Ce +7. G22 2B, 其 中 xX, GO HG. 17) 给 出 . fay. Q) REETA, 故 有 可 
解 条 件 


| EO) ai 0, | ' (3.19) 


+ 十 ; 
o extr o 


Q 这 里 包括 了 到 。(z)/ XX,(z) 已 是 双 周期 即 g; « e-7 人 ,的 情况 . 
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当 它 满足 时 ，(3. 4) 的 唯一 解 为 
Y, (z) = eot TG "lc 十 aril, d 


20 1 


.Q) 


"m 


CQ — z)de}, 《3 20) 
Lye 1 


Ce): 设 << 0. 可 解 条 件 (3. 19) 仍 属 必要 ， ARYA (3. 20) 之 形 . 但 因 (z) Ez = 
0 处 应 有 一 « 阶 零 点 , 故 除 (3. 19) 外 ,可 解 条 件 还 应 有 


(e E 
L, E Pupe (Od = 0, k= WIN. 一 1; ` f (3. 21) 
且 (3. 200 中 的 常数 C 应 取 成 
_ ly £0 
C= on |l. Quir (Ct. 


所 以 问题 的 可 解 条件 为 (3. 19) 与 (3. 21)， 当 它们 满足 时 ， 问 题 有 唯一 解 
| g(t) (t) 


Qn 1 aro) 


V, (z) = SG — z) = EO ode. (3. 22) 


Le 
通过 (3. 3), (3.5), (3.8) 就 可 回 到 最 终 所 要 的 结果 ， 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 
Hl 对 于 光滑 封闭 曲线 ， 非 齐 次 来 法 网 准 周期 问题 (0。 D r0 HLA TA, 
MAR AA AMES ER, Be COMA 一 x 个 可 解 条 件 ， 且 只 EADEM 当 上 一 0 
时 ORMALA TM LONG 但 有 一 例外 情况 ; G. = B, 这 时 有 一 个 可 解 条 件 ， 且 
解 中 含 一 个 任意 常数 . | 
I. dL, =.ab 2S, 中 一 光滑 开口 弧 段 ， 并 设 口 CoL. HABARS 
DO =GP), t€ L. (3. 23) 
dto) ARRA 6,5 0), 易 见 这 时 GC) 是 双 周 期 的 . 到 定 logG0) n8 支 , 用 [3] 
中 记号 ， : 


— + iB, -1«««0 
M = a, + ifj, 
问题 的 指标 为 <; —1-a-xrcoNXg ^^ | 
G = 5 ri log GG) de, (3. 24) 
y(z) = AI, log GO) + $@ —2)de, z EL 20. (3.28) 


于 是 典 则 函数 为 了 X(z) =e. 它 在 = 一 六 处 有 (= 一 5)% HAF, Bin ecc esc bAt 
至 少 也 有 这 一 因子 ， 从 而 至 少 有 (z 一 5)“ 的 夫子 ， HUM A. 
TR c0, 由 引 理 2 50, 


(x) = eo 


其 中 Co， Ut Cu »À zo 都 是 任意 常数 . 
如果 “二 0, 则 由 引 理 3，. 


a“ (z — zo) 


as (C, + sore 一 9). (3. 26) 


Plz) = Ce, BBD. 
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其 中 C,4 都 是 任意 常数 . 

如 果 << 0, 则 由 引 理 3 推论 1, Doe) = 0. 

因此 我 们 有 

定理 3 开口 光滑 弧 段 的 乘法 双 准 周期 齐 次 问题 (3， 23), % e> 0 时 一 一 般 解 中 含有 
k 十 2 个 任意 常数 ， 当 上 < 0 时 只 有 零 解 ， “ 

现在 考虑 非 齐 次 问题 (0.1)， 并 设 G(x), GOD. g(t) 部 是 乘法 双 准 周期 约 ， 乘 数 分 别 为 
Gg; =1,2). AF 
$ó,0*() =EGGWMS M+ gig(D, j=1,2, ^ Cx) 
BOB EE 
1 1 1 
e, $G, 81 
P, OG, g: 
为 降 秩 的 . 其 秩 不 可 能 是 2. 因 车 如 此 , 将 有 

@* (t) = CG(t) $70) (Cx 0, 

由 此 立即 可 得 Gj = 1; 但 由 (* ) KR, MYO, = g;, 矛盾 . | 

所 以 上 面 矩阵 的 秩 必 为 1， EU C C 是 双 周 期 的 ， BG) LMOY ‘DARA ARK e. 
这 时 (0. D 可 化 为 ， 


eo 7 200 x 十 EQ. E (3. 28) 
e € 
Hp Dle)” 是 乘法 双 准 周期 的 ， 与 gt)/e” 有 相同 的 淋 数 Se ， 仍 以 (3. 11) 定义 


a,p, H f € So. 
p he =0. no 
(a) G. sé B. 与 (3.12) KW, 定义 


ply o ad 一 < 十 8 一 G.)di， 


e” 
xz) = o(ß— G.) 2x in eto ott — z) 
则 QG) = Blz)/e 一 X(z) 已 无 跳跃 , 除 在 <,2 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 外 无 别 的 奇 点 , A 
gees ARR, Hh Q(z) = Ce"; 和 前 面 一 样 理由 , ATC. E B, 必定 < 一 0. 因此 问题 
(0.1) 有 唯一 解 


_ ez tt 1 c) e —z-4 B- G, ) 
D(z) = o(B — G.) ” On zi. eet o e(t — z) dt. (3. 29) 


(b) G. = f. 可 选取 log g HG. = B, At, 
2aw,-— log g; + 24G., j= 2. 
FE e” 也 以 ges HAW, HE a,b 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ; BR v C) = D(z) /et 
就 是 双 周 期 的 .这 时 间 题 已 完全 化 为 双 周 期 的 ,可 按 [3] 中 方法 讨论 ,从 略 . 
2 设 <>0. 引进 


olz — b) D(z) a(t — b) ga) 
Pie) = eS ? ae » go = ; UY ge ， 


在 z = bab, Volz) 的 阶 数 在 一 1 与 十 1 之 间 , 2) BAR CTH RRR 
ge? 6-9, xxm CO. D 化 为 了 
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Wa) = Wy) + elt). 了 (0.1) 
(3) «G.S Bo e. > | 
ie) = ee Lf MR EW oe + B= AG), 
o 一 - d 


alB + kb — G.) mijn ett Og) olt — z) 


WE BRE a,b MAII REIMER, 所 以 Du(z) = Volz) 一 x GO RR, RAR 
前 , 在 a,b 处 至 多 有 不 到 一 阶 奇异 性 从 而 没有 奇异 性 ， 在 = 一 0 处 有 * 阶 极点 . 故 由 引 理 2， 


we FC — zo) 
te wc, + Sore — 2). 


但 它 的 乘 数 2A 一 20,2 应 该 和 log g; + 29,(G. — kb) 相差 2xi 的 整数 倍 , MAR 


A= a, sp E =E, 


Q,(z) = ex 


因此 (0. 1) 的 一 般 解 为 


az 十 7(z Diy — alz) ` ` 
Dæ = eoo. Yo (6-9 + REPL GP 
d. e — gae — z+ BE kb G,) 
° 2x ijr Ly PRIM (gr (y) od — zy de}. (3. 30) 
(b) WG, = B+ a, 这 时 可 选 定 log g; 使 
a — log; + 22/C. ey 03.3D) 


20; 
从 而 e” LA g;e ^50. ^? ARR, 因此 在 (0. 1)’ TRA" PURER IL T AU, 且 指 标 
“ 不 变 ， 再 就 不 难 按 f3] DANG 从 略 0707 

3 Be <0. 也 分 两 种 情况  - 

(a) HG. AB+ kb. A V.D elt) ,Xo(Cz)， fate) SIBI, 则 下 (zz) 在 z 王 0 处 有 一 “ 
MER MOR, A200) BAR, BEA) = Ce*. 3; C 0, 则 其 乘 数 也 应 是 
gee, REBT BUE log g; 使 4 等 于 (3. 31) 中 的 a, FEX FUR B+ kb — G. — 0 
可 以 , 这 已 排除 在 外 . BC = 0. 所 以 ， WRO. D' A, Ry Vote) = roe), BAY) 
以 z = 0 为 一 c 阶 零点 ， BELA . | uu | 
当 这 些 条 件 满足 时 ， 问 题 (0. DAE | 
| e*t" ghi). Af 天 (一 DDgC) )s— z+ß+rb— G. ^ut 
a CB - kb—G , )o* (x —5) ES Ly e*t?! O(t) a(t—z) 

(bb WG. 8 J- xb. 如 前 ， 又 可 化 为 双 周 期 问题 进行 讨论 

总 之 , 我 们 有 

定理 4 对 于 开口 光滑 缴 段 的 非 齐 次 来 法 双 准 周期 间 题 (0.1), 设 其 指标 为 kx， 如 果 
G. = B +b (mod 20;) , M AETIA DC) /e 9 的 双 周 期 类 似 问题 ; WRG. ZB + b. 
则 当 “ 之 0 时 间 题 无 条 件 可 解 ， 且 一 般 解 中 含有 # 个 任意 常数 ， 当 上 kK < 0 时 要 满足 一 < 个 可 
解 条 件 才 有 唯一 解 ， 


1. dL = ab E 3。,5 一 a 十 ui 其余 关于 工 的 假设 及 记号 均 同 8 2 中 工段 . 这 


D(z)= 
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时 除 平凡 情况 外 ,B+ (z) 的 乘 数 必 相 同 , GG) 是 双 周 期 的 . 现 应 设 
log G(a) _ —A-+iB, log G(a + 2a, ) —k-A-iB, 0<A<1, 


2zi 2ni 
Wü G. ; 7(z) 仍 分 别 如 (3. 24), (3. 25), 在 z = a Jb, e"? 仍 有 (z — a) 的 因子 . 
， SPARC =0), 1 段 中 开始 所 论 包 括 定理 3 完全 成 立 , 且 (3. 260 PAY 6 ( —5) 
可 改 为 (x 一 9. | 
对 于 非 齐 次 问题 ， 仍 可 化 为 (3 28), I 11)’ "TS a. B. 以 下 讨论 均 与 前 段 同 ， 
且 定 理 4 这 时 也 成 立 ， 均 从 略 . 
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‘DOUBLY QUASI-PERIODIC. RIEMANN P" 
BOUNDARY VALUE PROBLEMS -- 


LEE UC 和 Abstract 


By additive and multiplicative doubly quasi- -pfriofic analytic functions we mean func- 
tions satisfying (1.1) and (1. 2) respectively. In case they. have only poles as singularities ， 
we call them as quasi-elliptic functions. Similarly we may define sectionally holomorphic 
and doubly quasi-periodic functions? In this paper, we solve the corresponding doubly 
quasi-periodic Riemann boundary value problems by reducing them to doubly periodic ones 


which were considered and solved in [2] and [3] both for closed contours and open arcs. 


| - [ 原 载 于 数学 物理 学 报 ,1981,1(1);13 一 30.] 
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“关于 双 准 周期 解析 醒 数 的 
DIRICHLET 问题 


$1 3| Xo 


在 [1] 中 ， sev Mn Dirichlet 问题 ， 将 其 化 为 Fredholm 积分 方程 
而 给 出 了 其 求解 方法 ， 并 得 出 了 订 解 条 件 . 我 们 也 曾 提 到 了 双 准 周期 角 术 本 数 的 类 似 问题 
URAXE; 得 未 予 证 明 ， 本 文 将 给 出 这 些 结果 的 详细 论证 . 

我 们 将 沿用 [1] 中 记号 ， 设 周期 为 .2m ,2wz， 且 Im (ap/o,)>0. Lo WEAR CEA E o 
os USOS, 中 的 一 条 Liapunov 封闭 曲线 ， 围 成 一 内 域 Sr BOCst.iBS;—5,—5£, 
S- 为 由 Ly 及 其 所 有 周期 合同 曲线 之 并 所 围 的 外 域 。 ， 

关于 双 周期 解析 函数 的 Dirichlet 问题 有 下 述 结果 (SAL), 8 3). Rya (7 一 1,2， 
3 ) 为 Fredholm 积分 方程 K'v—0 ( 算 子 天 与 KK' 的 定义 均 见 [1 的 规则 化 解 ， 即 满足 条 件 
vi =v =0, y =] 者 ， 其 中 


y=, v(t)ds, j=1,2,3. 


在 工 上 已 给 一 双 周 期 实 函数 SEH (Holder 条 件 )， 求 在 S- 中 的 一 一 个 双 周期 解析 函数 
D(z) WEAR 


Re (@)=ft), :€L l (1.1) 
者 ， 此 问题 有 唯一 解 (可 差 一 个 任意 复 常 数 项 > 当 且 仅 当 下 列 两 个 实 的 可 解 条 件 成 立 : 
n f@vj@)ds=0, j=1,2. ge (1. 2) 


双 准 周期 解析 函数 的 Dirichlet 间 题 可 表述 如 下 .在 L。 上 已 给 一 实 函数 FO € HL, * 
一 个 在 S PREAH RRO G), 具有 双 准 周期 性 i 
D (2+ 2w =D Ce) -haj j=1,2.., : (1. 3) 


(15a; 为 二 复 常 数 ), 满足 边 值 条 件 Q4 
Re ®-()=f(t), tE Lo. . (1. 4) 


加 数 ay ,as 可 以 事先 指定 或 否 ,但 必须 预 信 明确 说 明 : 


+ PARRA ZESAR. ; 0 - ENDE 
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$2. 一 个 重要 引 理 


我 们 首先 建立 一 个 有 关 双 周期 解析 函数 的 引 理 , 它 在 后 面 的 讨论 中 起 着 重要 作用 . 
引 理 1 BCATR EAR, Pss ajt UB ADEM qe Cp i 2 
Red- (一 “Re {Ci}; ig. (5 (2.1) 
的 Dirichlet 问题 无 解 . . TT ord E pi et 
注意 (2.1) 实 际 上 是 说 : 在 (1.1) 中 ， HFE Lo, 有 f@)=Re{Cr}; MMFLEL, fO) 
等 于 其 周期 延 拓 而 不 再 是 Re{Cz}. 
证 设 若 在 S- 中 存在 这 样 的 函数 @-(z). WO (2) =u(z) tivle). WW 
$ ()-—artfytivu, t—zdiy€L (2.2) 
其 中 C=a 一 i8， 因 此 a, BAAN WE. 由 于 L 是 一 Liapunov 曲线 从 而 (DE, 故 由 解 
析 函 数 边界 性 质 的 一 些 定理 〈 参 看 [3]， 第 九 章 , 8 1 CEZAR, S 1, 2238 6), 可 以 证 
BA, FE Lo SRE CHEER LB L. BAH wimi etr TERES E F RB Lo 


所 围 的 外 域 保 形 映照 到 |w| <1 上 的 映射 ， 使 F(ca) -=0 者 ) LŽ , VERE RB Lo 上 的 
TE 由 Catichy- Riemann 方程 与 Green RAMS 我 们 有 


b he a je EN l 


44 | 


_ du Ju MEE 

[te Jeary m (2.3) 
mE [,e-«cxw- | Ee 
Lo r 
易 证 、 n 

EP J, soit maf cd Ri], yiz=— o ISE], 

其 中 1st | 是 St 的 面积 .所 以 

[dz elsi n J 2@dy= Ast Ie 
因此 ， l i 
f EL | E dep. v dy=— (a+ Po [St 1o, 
与 (2. 3) 了 矛盾. 引 理 得 证 . OO 


$3 ” 双 准 周期 间 题 (A) 


在 本 节 中 考虑 S- 中 双 难 周期 解析 函数 6- (z) 的 Dirichlet: 阅 题 (1.4}， 要求 (1.3) 中 的 
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加 数 a a. 都 不 事先 指定 . 把 此 问题 称 作 (A). 

在 [1] 中 曾 指 出 ,问题 (A) 可 转换 为 S- 中 的 双 周 期 解析 函数 亦 - (2 Dirichlet 问题 ， 
满足 边 值 条 件 
. “ Re V^Q)—f(G) Re AE HB), t€ E, 1 . e (3. D 
其 中 “上 0 为 Weierstrass AY 函数 ， T A, B 为 二 待定 复 常数 ， Brass 以 下 列 关系 式 相关 
RR, 

A= Gai — a), .B= (a —ars), (3. 2) 
或 者 , 完全 一 样 ， . 
a;j—2(yAd-w,B), j=1,2, (3. 2)! 
因为 熟知 pw, 一 — hw =x i/2 (参看 [4]3， 这 里 7 一 Elw. 因此 ， ARAA H, EKA, BE 
未 事先 指定 . SOR HEC. 1) 解 出 ; 则 间 题 (A ) 的 解 由 下 式 给 出 ,i ‘ 
$^ ()— Wr (z) + ALGO + Bz 
如 前 所 述 ， 《3.1) 的 可 解 条 件 为 


Ref, (AECO + Be) code |, f)vj(t)ds, j71,.2. (3. 3) 
记 ME . 
|, S@u@ds=en, |, »odses |, Oyod, j=1,2. (3. 4) 


于 是 , caGk=1, DES f(1) 无 关 的 复 常数 , 而 7Y; 是 由 SO—-BREHLEM. HERE 
4, 召 ， 就 要 求解 下 列 线 方程 组 ， 
: [mA tenti, 
ca A +c B = Y,4-165, 
其 中 01,0, 是 两 个 待定 实 常 数 . 我 们 应 把 它们 适当 选取 使 (3. 5) 可 以 对 A, B 求解 一 旦 求 
得 A,B, 按 [1] 中 结果 ,(8. DAME Re FRAR, 0007 : 


V (e) -l| o (C G—z) HEGYXdiFa- iB, . 


— (3.5) 


其 中 y() 是 方程 
Ku=— f) + ACG) + Bite 
的 任 一 解 ( 且 不 论 取 哪个 解 ， 前 式 右 端 积分 是 同一 函数 ), A 


2 CF G) — ACG) — Br ds, | 


而 6 为 任意 实 常数 . XEK H Fredholm HF, 其 表达 式 见 [1 中 (3. pH. ~ 

在 求解 (3. 5) 之 前 , 我 们 证 明 另 一 引 理 . 

引 理 2 clzyc22 不 同时 为 零 . 

证 BRE co—0-9. Jj 34 fa) =0 Mi Y; —Y,—0 时 ; AR = -à-0, n 
(3. 58/8 — 2H 89A —0, 8 二 1. 与 (3.1) 相 比较 , 这 就 表明 , 5- 中 双 周期 解析 孙 数 罗 - Gf 
Dirichlet 问题 满足 边 值 条 件 ` : 

Re ¥ (1)=Re(—it}, :€L, 
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者 可 解 , 与 引 理 1 矛盾. 引 理 证 毕 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 cz 天 0. > 
A= 11022 0i. 
如 Azo, WER 0,62, (3.5) 0 AB 恒 一 意 可 解 ， 于 是 问题 (A ) 恒 可 解 , 且 一 般 解 中 
含有 两 个 任意 实 常数 ，， E 
如 A=0, 则 必 存 在 一 SH R= ic 使 得 
Cy A - ci B—£& Cc A-- c; B) 
对 任何 A.B 均 成 立 ， 这样, 方程 组 (3. 5) 可 改写 为 
Rey Aten B)=7,+i6,, 
‘len AtcyB=Y, +18). 
我 们 来 证 明 4,40. RAPE, DW eoe, 是 一 实 常数 . 那么 ,对 于 (=O GAM =”, 
一 0) 以 及 任 取 的 2 天 0,， 我 们 得 到 4 二 0, Biden & G.5) 中 第 二 个 方程 的 一 组 解 . 于 是 
如 再 取 2 一 &6:， 则 它们 也 是 第 一 个 方程 的 一 组 解 ， 因 此 ST TRU BUA SB PT ERST (z) 的 
Dirichlet Ie 问题 具 边 值 条 件 4 
Re Y^ (D —Retlióst/can]; {Elo (3. 6) 
者 可 解 ,又 与 引 理 1 矛盾 ,这样 得 知 2750. 
为 要 在 这 种 情况 下 求解 (3. 5) ， 必 须 取 5 ,6: 使 得 
klYs+i02) = » 


(3. 5)' 


亦 即 s 
nad Pe 
"P (3. 7) 
当 fQ) 从 而 Yi. 已 给 ， Al < 天 0， 故人 ,2 可 由 (3! ^ Fax 于 是 (3. 5)! 的 解 为 
B-L tid yen), uo uu (3. 8) 


这 里 A= atin 可 以 任意 因此 又 得 到 ， 问题 (A) 的 一 般 解 中 含有 两 个 实 任意 常数 sa. 
ORE, 我 们 便 证 得 
定理 1 S 中 的 问题 (A) 恒 可 解 ， 且 其 一 般 解 让 含有 两 个 实 任意 常数 ， 


$4. PERAE B O 


现 再 考虑 问题 (1. 0, 人 得 设 | | 
Reaj= tj, j=1,2, (4.1) 
已 事先 指定 、 换 名 话说 ,我们 已 设 Re 2 GO) 一 7 已 双 准 周期 地 结 出 在 工 上 : | 
f@+ 20) = fates j=l, 2 FEL : 
将 此 问题 记 为 (B). 

当 Az0 时 , 由 $3' 中 的 讨论 知 ，4,B 是 7,7,,6,,6; 的 线性 齐 次 函数 ， 所 以 入 A= 
artia, B=, Pip, 时 ， a; Bis By 将 是 19% 0901 902 的 实 线性 组 合 . 这 些 组 合 的 系数 是 与 
FG KAN KK 另 一 一 方面 ， 在 (3. 2)! PCE, 便 得 ase Mavs oes Bis 的 实 线性 组 
合 . 因此 , 我 们 可 以 写 


3 
t 
R 
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2E ME M (4.2) 
Ô, 7 £5 2 Yz ' ` 


其 中 P,Q 是 2x?2 实 常数 矩阵 , 其 各 个 元 与 Fi) 无 关 . 今 证 det PHO. 24 f()=0 Afi x;— 
% =O 并 给 定 &—6 —0 Hf, PURE CB) IS TIS BCI J SET ERE (ORI D Dirichlet fa 问 
E HR 00 00 E NUBE 
i o Re, (0£-0, E Eo — i; 

HEA Re 67 "E Re $7 (2). 所 以 Re $7 (G2J& S7 中 一 个 在 工 上 具有 零 边 值 的 双 周 
期 调和 函数 .由 最 大 模 原 理 , 可 知 在 S$- 中 Re p (e=. AED ei 在 S- 中 等 于 一 虚 
BR. 这样, D (z) 本 身 己 是 双 周 期 的 . 因此 一 定 有 a = 一 az 一 0. 于 是 由 (3.2), A=B=0. 
再 由 (3. 5) 便 知 561==6, 二 0. 这 样 , 相应 于 C4.) 的 齐 次 方程 只 有 平凡 解 ， 这 就 证 明了 我 们 的 
论断 ,因而 (4. 2) 对 任意 的 X,Y, 以 及 给 定 的 eise, 一 意 可 解 . 

如 4 一 0， 则 由 (3. 7)， 81902 E 77, 的 实 线性 组 合 . 再 由 (3. 8), 便 知 Pas Py 是 se， 
7,,7 的 实 线性 组 合 . 于 是 可 以 写 o. | 
R | =(" |-+5| ar ce (Un (4. 3) 
其 中 R,S 也 是 2x2 和 矩阵， 与 上 面 所 讲 的 为 同 种 类 型 ., GA EE, 可 证 det R0. ATLA 
(4. 3) 对 于 任意 的 X,Y, 以 及 ee 也 一 意 可 解 . 

于 是 我 们 有 IMEEM " 

定理 2 问题 (B) 恒 唯一 可 解 .- . MEE Re 

WR aasz 都 事先 指定 ， 则 相应 问题 记 为 (C).， ANWAR, .4;B 可 一 意 地 由 71;7， 
和 Re a, Rea; 确定 , KAG 2) 知 ,问题 (CC7( 唯 一 ) 可 解 当 且 仅 当 平 列 二 实 的 条 件 狭 足 时 ; 

Im a;=2Im(7,A+,B), j=1,2. - 64,4) 
(4. 人 实际 上 间接 地 是 加 于 /CO LAS TRA Er. ”| 
RE, RNA 1 NE 
定理 3 - 问题 (C)( 唯 一) 可 解 当 且 仅 当 FDR NRT MH, 
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THE HILBERT BOUNDARY PROBLEM OF DOUBLY 
PERIODIC ANALYTIC FUNCTIONS 


Abstract 


The doubly periodic Hilbert boundary value problem is discussed in this paper. First, certain 
kind of integral representations of doubly quasi-periodic analytic functions in multiplication is es- 
tablished so that the Dirichlet problem of such functions is solved. Then, by the method of regu- 
larization, the Hilbert boundary value problem is transferred to such a problem, and it is reduced 
at length to some Fredholm integral equation. The number of solutions and conditions of solv- 


"ability as well as the form of the general solution ‘are obtained, 


We studied the Riemann boundary value problem of doubly periodic analytic functions 

in [1,2] and that of doubly quasi-periodic analytic functions in [3]. The corresponding 
Hilbert problem has not. been investigated yet. The special case for the Dirichlet problem 
of analytic functions, doubly: periodic or doubly quasi-periodic in addition, was discussed 
in [4,5]. 
In this paper, the Hilbert boundary value problem of doubly periodic analytic func- 
| tions (DH problem) is discussed. We first give some integral representation for doubly 
quasi-periodic analytic functions in multiplication (MQ-function) so as to solve the Dirich- 
let problem for such functions. Then, by using the method of regularization, the DH 
problem is solved by reducing it to this solved problem. 


$1 Definitions and Notations © 


We shall recall some notations used in [2]. Let the periods be 2an’, 2w, with Im(w,/a ) 
>0 and S, be the fundamental cell (the parallelogram with vertices 十 ol 十 oz)，Zois a Lia- 
punov contour in So with usual positive sense, the interior region bounded by which is de- 
noted by St. We always assume OE St. Denote Sy =S )—S¢. The union of all the con- 
tours congruent to Ly(mod 2w;) is denoted by L, the exterior region bounded by which is 
denoted by S7. 

Let w=w(z) be the function conformally mapping Sf to |w| «1 with #(0)=0, 


* Project supported by the Scientific Fund of the Chinese Academy of Sciences. 
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w (0)>0. (07 : 00 (p 7 ESTAR) 

We shall use the Weierstrass -function ¢(z) and o-function o(z) (cf. ce). It is well 
known that £(2) has the single simple pole z —0 in S, with 1/£ as its principal part and the 
property D | 

(GcEe)etGO-IN. jl 50050 A D 
where 7;—t€(«;) , satisfying UM v0 ELS EE 


2pye—2pe =ni ^ (em 0 en © 02 
a(z) is an entire function which has a unique simple zetó at ni ih S, With c (nei and 


i 


L Aa naii co: Pep eta boot 


has the property 
6(z--2ej)-— —e e ge), FEL BS 0707000 0509 8o: ^ Qyp3) 
A function ® (z) defined in S~ is called an MQ- function if it ig. analytic i in S with the 
property of double quasi-periodicity 
B(a+ 2a) —5, oo G) jenÉ c 00 00.0 
where bib; are two non-zero constants, called the multipliers. 
Define two constants A and 2 Zo by “the following system of linear’ équations 
2eà—2]:—logb; j=1,2, 1.5) 
for certain fixed values of log b; and log b,. It is uniquely solvable ‘on a account of (1.2). For 
definiteness, we assume zo € Sp; which i is always possible for suitably « chósen log bj. *Note 
that A and zo are complex in general even if b b, are teal. It is evident that e^ is an entire 
MQ-function with multipliers 452 if z9—0 (Case. I ) and. , 


CR 27$ iun s s E16) 


is a meromorphic MQ- function with multipliers bi „bz if 20 (Case I on Ca has z—0 as 

its unique simple pole and z= zo as its unique simple zero in So and hence is holomorphic i in 
ij 

$^. l 


Case I occurs iff : 


eogbeleg 4... 55.55. uos AED 


is valid for suitably chosen log 5;,log 5;. 
i CONV 


$2 Integral Representation for MQ-Functions 
iov dod 

We gave an integral representation for doubly periodic analytic functions in S (cf. 
[4]), from which we may easily obtain one for MQ-functions by multiplying a factor e* 
(Case I ) or qz) (Case L). However, such a representation is inconyenient for;our pur- 
pose. Here we shall give another kind of representation for MQ-functions in $7., — i., 

Given an MQ- function p- (z) =u (2) shiv (z) i in S~ with multipliers bi»sb:. Constants A 
and z; € So are defined as in y 1. Assume $^ WM =u) tiv) € H (Holder condition) on 
L. : 
Case I ; zo=0. We shall prove the followinglemma. 0o00] (7D oyisi o 


86 Ut 4 : 30 AUC ABE) A A ERD AB KR 


Lemma 1. Jf (1.7) is fulfilled for certain log b,,log b;, then ^ (z) may be repre- 


sented as ^ kh 、 ron ; uo su d 
g (2) =e* n: |. ue Ct G—2) +e) dt +A}, z€87, ` (2.1) 


where u(t) € His a real function on, Los uniquely determined up to a term fy-- ReiCeQ)j 
(Boand C being respectively arbitrary real and complex constants), while Ais a complex 
constant uniquely determined by $ (z). o | 

sas Proof, .. Suppose that there gxist p pn Ta, and constant, A such that (2. 1) is valid. 
Denote the function defined by its right-hand member when z€ Sy by @* (2), which has in 


general a simple pole at z=0.: Then, by Plemelj’s formulas, we have 
e tow ap Tuepe dip "pG)e7* (Lt) HENA Ae”, NE Lo (2.2) 


By the same reasoning as, in [4], we haye 
9 ocio o te ,十 RefCoc )， 7 (2. 3) 
where S is the Schwarz operator of Se (cf. AD: (Sv) CD | is holomorphic i in sé with the 
properties 
v . Re{ (Se) (D)) 79) (5*0 Go, ED， 
and BoC a are constants as s described, in the lemma. Moreover, we may set 


BEEN B , IO pot) + BE Rel Cu O | o Q. 4) 
where o. | 

Dio 0 et | EC 
is:uniquely determined by 6^ G). Thus, if thé representation exists, then y(t) must be of 
the, form (2. 4). It is easy to verify the term Bo PRe (Cw) } does nof effect the value of 
the integral, appeared. . 


Put 


Eje so df Eoo LA Doa, "E 


- et -x — c- 
| v-Gc)- E |J, nce (—2-tGXds EST, . 
Substituting (2. 5) into it, we readily s¥@ that: 


7 e^ B x As 
v CD 一直 让 (te "t G-—z)dt 


cate ype rt 28 ie uiid. a IN Imus , 
Biva Wide afsh FO? COE? EG dry aec Sy, 
where Di is the boundary, of So with usual positive sense. We shall show that 
. So Mjet ` 


You pe *te- om vcr] a (et (c-r, x€Sp. 


is actually a constant. Ti facts ‘by using t the doubly periodic property of e "o7 e , we may 


oat ou 


easily obtain 
m DIE T ar are HL 

| PM ee coa | eo (de, (2.6) 
"n ved Ud sis, vert WAT "PEE r ^" 2c . ， 4 
where Y, and X; are the directed line-segments from ——@, to 一 az and from wi— wz to 


w +w respectively. The lemma iaproved... ^» 
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Case 1; z 0. In this case, we have the following lemma. 
Lemma 2. If (1.7) is not fulfilled for any values of b b log b: whatever, then 


@*(z)may be represented as © ` . gioca 


_ et. Af. _,ot—z +20) "E 
o- (z)= olz) Ki p@e o(t—z) dt, zES , (2. 7) 


where p(t) € H is a real function uniquely determined by ®© (z) up to a real constant term 
Bo. 

Proof. Suppose (2. 7) is valid for some real LG) € H. Again define P+ (z) by its 
right-hand member when z€Si. Then we have 


1 Ilt ty FRI IP AE 
d (to PPS p IC 一 如) de, 


Using the same reasoning as above but noting that ®+.(z) is now holomorphic in Sd we 


ó*(u)--c POE EL. (2.8) 


must have, instead of (2.4), 

HO)=po@)+Bor .  . mE 220.9 
where f, is again a real constant and pot) i is still given by (2. 5). The term Bo does not ef- 
fect the value of the integral appeared i in (2. 7). 


We have to prove 


1 laste), eg 7 
| p` (z)= ae, ) 2x Hl. pote oG—s) dt, zES . 5 (2: 10) 
“Substituting (2. 3) into it, we see that it is "equivalent t to` _ | l 
- -fN -x.90— z+zo) 一 
i D (2)=— Ehl, $ (De. ex) dt, z:€S. 


When we arbitrarily fix z€ S7, the integrand asa function of £ is doubly periodic and ana- 
lytic in S^ with the single simple pole 1 一 > in So. Therefore its integral ‘taken along T 
must be equal to zero. So, by using the residue theorem i in So, the above equality i is valid 
for z€S; and hence for zES- rie., a. 10) is valid. The lémma is Proved. l 


$3 -The Dirichlet Problem of MQ-Functions 


Let us now consider the following Dirichlet problem of MQ-functions. Given a real 
function f/(£) € H on Land two non-zero real constants Bi,B;, we need to find an MQ- 
function ® (z) in S^ with multipliers bı — (1,6. B; , satisfying the, boundary,condition .~ 

Rei (0) —f (D, tELo. : (3.1) 

For the case f(t)=0, the problem was solved in [8] by the following lemma. 

Lemma 3. The Dirichlet problem of MQ functions, satisfying, J uu 

íORe(ó^ @}=0, :i€L (3.1) 
with given real multipliers f, 8, bas: unique nob-trivial solution: (4): Cup-to a real eon- 
stant coeífidient) if log Bi,log 8: satisfy two real conditions provided that their values are 


suitably chosen, and otherwise ® (z)=0in ST. + : LOT at " 
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The mentioned two conditions were given by (3.4) in. [8].- 
For the general case (3. 1), two-different. cases are divided: E 
Case I ; z9—0. If the problem (3. 1) has a solution Ø` (z) , then-it may be represent- 
ed as (2.1). Then, by (2. 2), we have (in the sequel, p(t) is always. replaced by 25Q)). 


ua) +Re (di J, De oda) HE Gd] +Re( Ae "=f to), toELo. 
(3.2) 


It is easy to see | | ! 
De GT LEH, (9) 
Thereby (3. 2) may be written as ` NE 
Kye ead — 2) ac ger | hdd pce | 
=— f()-FRe(Ae^), t.E Los MM BA) 
where £i 1 Gort) = Rel La. os IEH, and l 
HN yos. lif, eO, h 88) 


where r= |ż—to|, Cr.) is the angle between the vector ?—1 and the internal normal n of 
Loat t (Cf. [9]. § 61). : 
(3. 4) is a Fredholm equation. ‘To consider its solvability, two Subcases should be 
considered. | 
1) (3. Do has‘only the trivial solution &- 2}—0. Hence A—0 by (2.6). This means 
that Kip=0 has By Re (CoG)] as its general . solution by Lemmal. |. 
„Thus, Kip 9 has exactly three linearly independent. (real) solutions u 
| , ds Re(a()), Im(aG)), MEL 6 
and so its ; adjoint equation K,' > 一 0 also has three such solutions v; G= 1, 2,3) exactly 


and the equation 3. 4) is solvable iff the following conditions are satisfied: 


‘Re {af E tyr A=, fey 了 23 (3. 7) 
In this subcase， we also see that (3. 4) is unsolvable if fa)—0, A= 1. Denote’ 
. J, e ^ @ds=I, 4 j9bh$Ro 2.25 GD 
Therefore, Jj, 7 1,2,3, ‘could not be all zero, say 10. Thei we may tegularize vjCr) 
such that 2 a 
: $03 ‘ "E e He I0, 1—1. t ， mE dt 
Denote A=a+if, then. (3. 6) becomes > — S texta e antt 
BJ; —f j7101.21 a= f+ BJ3. (3. 9) 


J; and J} could not be both zeros. since otherwise f may be arbitrary‘in‘case f(t) = 0 so 
that f;=0(j7=1, 2,3) and hence A=a+i830, which is a contradiction. Thus, (3. 9) 


means a single condition of solvability and «,f.are uniquely determined. 
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It is convenient to define the generalized degree of (real) freedom of a non-homoge- 
neous linear problem as the difference r=/— m between the number / of the arbitrary 
(real) constants in its general solution and the number m of the (real) conditions of solv- 
ability. Hence, for the problem discussed here, in this subcase, r=—1(U=0,i=1).' 

2) (3.1) has a unique, non-trivial solution 9$ (z). ‘Let the constant attached to 
d; (z) be A= As. | 

G) A750. Then the equation Kiy—Re( Ae") is solvable iff A= A.(#0) and so Ki 
— 0 again has exactly three linearly independent solutióris (3. 6). We may regularize v; (7) 
as above. The conditions of solvability for (3. 4) are still (3. 9) for A=a+if. Here we 
must have J;=.J,=0, for, if on the contrary, (3. 1» would have a solution Do Cz) with A; 
一 0. Hence， (3. 9) reduces to two conditions of solvability f= Ja=0, Bp may ‘be arbitrary 
and a is uniquely ‘determined by f: H 

A-— fF BGS HD. 

The general solution of (3. 1) is then U 
Nm (2-5 Ø; (z) +67 Gu 
where £ is an arbitrary real constant and d €z) is a particular solution corresponding to 
the solution p=/ () of. Kip fG) Ret fie). | 

Thus, in this case, 7 一 一 14=1 um — 2). | 


T 
Gi) Ao=0. In this case, besides (3. 6, there exists another linearly independent 
solution Ho) of Kip ME which gives out a solution Pr (2) 340 of (3.1). Then Kj v=0 has. 
four linearly independent solutions »;(4)(j=0,1,2, 3). Again, define Ij; as in (3. 8) but 
with j=0 added. The conditions of solvability of (3. 4) are stil given by (3. 7) but with j 
—0,1,2,3. We show that now Ij, j—0,1,2;,3; could mot be all zero. When / (1) —0, 
(3. 7) becomes E B , 
| EL — BI; =0, j= -0,1, 2, 3,0 ; (3. 10) 
and Kiu=Re{Ae*} is solvable iff A—0, i.e. , a=B=0. However, if T=0, 7=0,1,2,3, 
then (3.10) would have solutions B 一 0 with a arbitrary, which is a contradiction, Thus, 
we may, regularize v;(£) as, before such that _ i 
29, 7 一 01,2 Ts=1, . 


Va MEET 


Al viator 


and (3. 7) becomes 
o dew dm a= fpe sc (3.11) 
In a similar manner, we also know that Jj j=0,1,2 could not be all zero, then 
(3. L1), reduces te two conditions of solvability and A =q +iß. arg, uniquely determined. 
When they are satisfied, we may get the general solution of (3. 1: . | 
@ (z) 一 DG (z)+ $i G2, (3.12) 
where D is an arbitrary real constant and dr (z) isa particular solution of (3. 1) corre- 
sponding to a particular solution ;4 (7) of (3.4). 
In this case, we still have r— —1 (1,72). 
Case `I ::io27£0. If. the problem is solvable, by using 0227). amd.(2. 8) (x(t) is again 
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replaced by 24(1)), we obtain 


e^ 1 p _yott— ERA 
o (zo) m iJ x, a(t— 


Note that we may easily prove 


Silt.) +Re | 4]-fGD. n€L. (3.13) 


olz)  o(t—H) Nd 


Hence, as above, (3. 13) is a Fredholm,equation of the form | 


Kis eua). ult ERN «|, Je Qo D uds 
Lo 


ches EL c 1 
where ke(tost) € H. | o 07 B 
On the analogy of the previous case, we know that Kip= 0 either has only one finearly 
independent solution 1 or has another such solution fo) according as (à. 1)。 has only triv- 
ial solution or a nontrivial solution d (z). 


In the first case, K,'v=0 has also only one solution xe) and (3. 10i is 5 solvable iff 
E In Fawad =o. ob Di e (3.15) 


If it is satisfied, then ^ (z) is uniquely determined in spite of (t) is determined up to a 


real constant term Bo. The generalized degree of freedom of the e solutions of the problem in 
t dE owl 


this case is also r=—1 U=0, m= 1 
If Ki -0 has two solutions 1 and p^ , 01)., then. K;/ v=0 also has two > solutions v(t), 
v(t). Then (3. 14) is sólváble iff ' Bo ' tod 


oan 
MERI! "Von 


hol fonte J 二 1,2. tahap oct T (3. 16) 


If they are satisfied, then (3. 14) has a particular solution Am (£) which corresponds to a so- 
lution’ ®, (z) of (3.1). Its general solution is again given in the form of 《3 12). In this 


case, r— —1 (=1, m=2). 0 - MEE 


- Hence we dbtain the following theorem. ` 
Theorem 1. The generalized degree of freedom of solutions for the Dirichlet problem 


i oo ， 1 2" . 
of MQ functions is —1 with at most one arbitrary real cohstant in its general solution. 


$4 - Method of MQ-Regularization 
Béfore we study the DEI problem, we shall solve thé problem of MQ-regularization. 
That is, given OSa +ibOEH, ni on Lo with the indeX ^ ^ — BE 
arg ZOS , a | (4. 1) 


we need to find a real function n on Losuch that . E s E 
d GO —p0)YO, t€Ly, U ` (4. 2) 
is the boundary value of an MQ-function y~ (z) in S^ with.certain real multipliers f, Bo. 
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But now we allow $^ (z) may have some poles in S^. :p(t).is called the factor of MQ-regu- 


larization of Y(t). EJ 


ic) 


- Without loss of generality, we may assume |" (2) | -1 and write P (/) =e’, where 


A(t) is multi-valued unless e OD, =0. ay I 


cok . oo! 
POT OC gy iu 


We discuss the following cases for different values of x kK: 


1° ‘=0. 60 EH i is single- valued i in this case. ‘Let us solve ‘the Dirichlet problem of 
Wey iun \ yO 
doubly quasi- -periodic holomorphic function Q- Gi in addition j in $5 satisfying 


Re{—iQ-()} 200), tE Lo mE os 70.3) 
(GA NV 9S x 0s n : 
with real addenda a;:. » a . 
ey ipo: Ma iH 证 
‘a (e+20,)= Q(z) raj, i= 12 [5 (5 a” 


It i is known from [5] that this problem has a unique sqlutiqn E Q^ NE =U (z) 
+iV GO, where UG) =6e). Put j^ = e. Then y Gi isa holomorphic MQ- .func- 
tion in S^ with real multipliers Be 3-1 i ande (ce omo on Lo. The factor of 
MQ-regularization is pO —e "CH. Here, a; and hence B; are uniquely determined. 


We note that 9 (z)i in this. case has neither z zeros NOT, poles ir in sé 


fir 
2° ami. Let 0. 
poo gle "u a ate vad ) oh; 0734 fd oc s £060 
hz) — HG2/o*G), mo fem. (458) 
pho mA d 
where z1,;.. 206 Sa are fixed and arhitrary but S ao. Avez) sis: an elliptic function of 
ài 
order « with simple zeros zis... ,z, and without poles in So. Its index on Lo is —«: Let 
SG) =arg AG): Théh ^ ^ ^C Viae oon M ea Lo Eon os osdp oru ui ant 
M ODE S 0 0070 570070 015 Q8 


is single-valued on Lo. Constructing the factor of MQ-tegulatizdtion pitt) of ei"ás it 1°, 


we obtain a holomorphic MQ-function yi (z) in S~ with real multipliers Bi ,PB,, satisfying 


1 as EN Y (1) = pytr)e^ o, PEDo 020 WE ee co 4.7) 
Then uf E 278007 abs $0 S oes uod 06 o opu 
| d^ Gom Gh 3 (4. 8) 
is a meromorphic MQ-functioh with the sate"tüiültipliers and’ DE 
peto pK Qno Cartas : 
Ü 9 《人 一 hea) © |he o. dp oor Foi 


Hence p(t) = po G2 /h. G) is a factor of MQ-regulerization e of Yi "E 
We note that, in this case, y (2) #0 has exactly « simple poles zi. kein So. 
3* k=l. In Place of h(t) given i «. 5), we take: 


Em CD ccs 9) 


oh (z) 一 
where ewer € Sd: and zı =c: cı E Se aré fixed and arbitrarily. chosen. ‘The retaining dis- 
cussions are the same as in 2°. Now 4^ (z)0-has a single simple pole zrin:So. 


4° «<—2; In.this case; we may take hz) = 1/h-«(z) where has (z) is-defined by 


92 : (o MIB) pda dr HRA A BKM 


(4. 5). Then we obtain an MQ-function ^ Cz), holomorphic in.S ^, with simple zeros 
£p. sZ- iN So. 、 

5° k— —]1. Taking hi(z)=1/hi1(z) where A, (z) is given by (4. 9), we'get an MQ- 
function d^ (z) holomorphic in S^ with a simple zero z; in Sj. 

Thus, we obtain the following theorem. | | 

Theorem 2. For given YEH, #0 on 1 Lo with index r,a factor of MG -regulariza- 
tion Nn with real multipliers i in S- alwa ys exists. The result MQ4unction g (2) has nei- 
ther zeros nor poles it in Sr if k= -0, has «simple poles and no zeros if >00, has —K simple 
zeros and no poles if x<0. 

Remark. We did not attempt to obtain the general solution of the problem of MQ- 
regularization which is of no use for our purpose, However, if the locations of the possibly 


C 
appeared. zeros and poles of « 9 Gi in En are prescribed, it is not t difficult to get it. 


MM 


, $5 TheDHProblem © o 

It is easy now to solve the DH problem on the basis of ihe foregoing discussions. Giv- 
en Y(t) as in $ 4, we need to find a doubly periodic holomorphic function J^ Cz) in S^ such 
that 2 a S 
Re{7()Y O=, t€Lo, (5.1) 
where fG) EH is a given function on Lo. As ‘usual: we call (4. 2) the index of the prob- 
lem (5..1),. von MM 

According to the results i in § 4, we may construct a factor of MQ- -regularigation PO) 
for YG) such that 9^ (2 — p G)Y (t) is the boundary value of an MQ-function Y~ (z) in S7, 
having poles or zeros according.as «7-0 or «<0 as described in Theorem 2, where 

MEME Ind, Y (2) — x. 

Put o - (e) eg (z)W^(z). Then the problem (5.. Di is reduced t to the Dirichlet prob- 

lem of MQ-function O^ (z) with known real multipliers ; 
Re{® (0)—pG)f/(G), tE Lo. (5. 2) 

The multipliers Bi, Ps of Ø (z) are the same as those of d (z). , 


Case I ; z,—0. Consider different cases of x. . 


in 


1* «=0. Using the corresponding results in § 3, we have the conditions (3. 9) or 
(3.11) of solvability and‘for determining a, with : E 人 
f ij p) FG Qs, U ` Hu | (5.8) 
ME jd U 
j— 1,2,3, or j=0,1,2,3 for different cases. When they are satisfied, J^ (z) =Ø" (z)/ 
K^(z) is the general solution of (5.1), where d^ (zj is the general solution of (5. 2). 
From the discussións. made in § 3, the generalized degree of freedom of the DH problem is 
r— —] and the number of arbitrary constants in its general solution is 7<1. : 


! 0220. "The: situation is the same.as in 1* except that $7 (z2 ought to have Tx ze- 


o PUN 


Fe 


~ 


THE HILBERT BOUNDARY PROBLEM OF DOUBLY PERIODIC ANALYTIC FUNCTIONS 93 


ros at z;,...,z-.in So. Thereby, besides (3. 9) or (3.11), the following conditions of 
solvability i 


| pie C GC G—z)-FEGO34 +A=0, k=1). i$» Ky | (5. 4) 


must be added, where p(t), by (3: 4), is any solution of 
K,\p=— plto) ft.) +Re{Ae“}, 4€ Lo. 

(5. 4) consists of — 2x real conditions total in number. 

By the discussions in $ 3; we have; in this case; r=2e—13 <i. 

3* «>0. The corresponding MQ-function Q^ (z) may have simple poles at Eie... oe 
in So. Let i | o 

Xe) =er ee FEI) kml... ute (0 G.8) 

which is an MQ-function in S^ with single simple pole z, in So and with the same multipli- 


ers as those of O^ (z). Therefore, in this case, ® (z) may be tepresented as 


wae EI gota HEA] e reas, ZEST, (5.6) 


; kal 
where C=, +i à, k=1,... 3, are arbitrary complex constants, and 4G) is any solution 
of a. J 
Ki p= 一 户 (to) f (to) — Re { Ae” o) — Sprech to € Lo. (5. 7) 


Then the conditions (3. 9) or (3. 11) become now 


— Jj; > Re{cl| novos] =— j? 7 一 1，2 OT j=9,1,23 

= Mo E 

c (5.8) 
at BJ, SiRe{c,|, X CO» (ds ) e — fs, : 

k=] <0 


which contain 2«--2 real constants 74,0, (& —1,... ,&) in addition to af. Hence, in this 
case, we have, r-2k—l,Ix2ktl. — ` i 

Case I; zo550. The discussions are only a little different from Case I and will be 
stated briefly. 

1° «=0. The conditions of solvability (3. 15) or (3, 16) now. become 


fa» (f G)vG)ds—0 (5. 9) 
Or 
fix], oto fov aoas-o, j252. 7 70709 (5.9)! 
respectively. According to the results in § 3, we have, in this case, p-—14«kl. 


2° «<0. Besides (5. 9) or (5. 9)', we have additional conditions of solvability 


yo lt +25) 
f, ice “ one, 7 


where 4G) is any solution of K;g-— — p(t.) f(to.). Here, we have r=2«—1, /<1. 


dt=0, k=1,...,—K, (5.10) 


3° x20. Now we should solve the integral equation 
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Kio — p) flee) + Y RelCig UU), t€ Lo, (5. 11) 

where q(z) is given by (1. 6). The conditions of solvability (3.15) or (3.16) become 
Xref, Coxzodj- =|, pf vas, (5.12) 
. | o : 
Yel], Cacmcnds} =|, pF ws, j=1,2.  - 612 


Here r 一 2k 一 1， /和 2 十 1， 

In conclusion， for any case whatever, we have the following theorem. 

Theorem 3. If the index of the DH problem (5. 1)is k, then its generalized degree of 
freedom is 2k —1,and when the conditions of its sol vability are satisfied, the number of 
arbitrary (real) constants in its general solution is not greater than 2k-- lif kzz0and 1 if 
K<0. 

We mention that our method of solution is constructive, which reduces the problem to 
solving certain definite Fredholm integral equation. 

Remark. Of course we may formulate the Hilbert problem (5. 1) for MQ-fünctions. 
Since the process of MQ-regularization is the same as that given in $ 4 and the quasi-peri- 
odicities may be united together, there is nothing new to be discussed.: We may also for- 
mulate the Hilbert problem for doubly quasi-periodic analytic functions in addition. How- 


ever, it may be easily solved by combining the method used here and that in $ 5. 
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Some Classes of Boundary Value Problems and 
Singular Integral Equations. with a Transformation 


Abstract. In this paper, we consider mainly certain singular integral equations with a 
transformation. In spite of the classical method of regularization for solution, we are to give a 
new sectionally jumping method that they may be reduced to simpler Fredholm integral equa- 
tions which can be systematically solved and ready to be discussed. 

Key Words. Riemann boundary value problems; singular integral equations; transforma- 


tion 
0. Introduction 


Boundary value problems and singular integral equations with shift for analytic func- 
tions were investigated rather completely, when the shift transforms the closed boundary 
contour or the path of integration homeomorphically to itself. !? In case of a singular inte- 
gral equation with translation, when the path of integration is an infinite straight line, 
some works were made under the restriction that all the given coefficients in the equation 
turn out to be constants ^l, 

‘In this paper, singular integral equations with a transformation as given in (2. 1) be- 
low are mainly considered. Certain kinds of Riemann boundary value problems with a 
transformation are merely presented and so formulated that they can be reduced as prob- 
lems to Fredholm integral equations. Though it is known that the given equation may be 
solved by the method of regularization , yet its corresponding kernel is one with a Cauchy 
principal value integral, which is complicated and painstaking for further discussions. We 
are to give a new sectionally jumping method described below that the given equation may 
be reduced to simpler Fredholm integral equation which can be systematically solved and 
ready to be discussed. 


了 


1. Riemann boundary value problems 
with a transformation 


Let L be a smooth closed contour in the complex plane oriented counter-clockwisely, 


* Supported by the NSFC. 
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F, 


and the interior and the exterior regions bounded by L be denoted by St and S^ respec- 
tively. Assume OC S+, transformation c—a(£), a continuous function on L, and the im- 
age L' —a(L) having no point in common with L. Accordingly, L' belongs entirely to S* 
or S . Our problem i is to find a sectionally holomorphic function (z) with jumps on L, 
satisfying ` : mE i : 
$*GQ)-GGG)6 OO AHD aG TED t€ ES. ， (1.1) 
where G(t),H(t), g(t) are given functions Hólder continuous on L (class H). For defi- 
niteness, ®(co) =0 is required. 
Moreover, G(t)0 is assumed all over L. As usual; the problem is then said to be of 


normal type and 
xc 一 IndxGC) E Carg GOJ 
the index. 


To solve (1.1) we may set g) =" (t)—@ G) or directly yaoi] PO gr, so 


LTZ 
that we reduce (1.1) to a singular integral equation in g(t) of normal type. With the in- 
tention of having a further reduction to a simpler Fredholm integral equation, we proceed 
as follows. 


. Construct the canonical function X(z). with respect to Gi)“; 


el @ ; Ze St 
X(z)= | , 
et z "el. ges 
where . 
ra= | eee Das z&L, 


X (z) is not zero everywhere Gncluding its limiting values on either side of L) and is of or- 


der « at infinity, satisfying 
X+) 
X GY 


G@)= 


Then, (1.1) may be written as 
B+ (n) L9 (0) AHOSEN | gG) 
ta) KTO KA X'QG» 

If we denote «Y (z) =@(z)/X (z) which is of order «—1 at most. &t.oo, then (1. 1) is trans- 


ferred to an equivalent jump problem with a transformation a(7); 


Yto)—Y-GFPHTAH,Q)W(aGD--mO, t€L, (1. 2) 
where ` 
‘Hay X€at)) 
AiG D= X* (0 o! (1. 2 
_ gt) i 
Let l 
PD =F —V C). (1.5) 


Then, 
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下 (一 下 | fae BPO (1.6) 


where P.-,(z) is an arbitrary polynomial of degree & — 1, (identical to zero if «<0). 
Some different cases are separately treated: 
-1° «=0. By (1. 2, we have a Fredholm equation in m 


Hu AL) PC) Q0 Lo uu m 
Ky) | epee rer. a7 


If a. 2) has a solution, then y(t) given by (1. 5) is a solution of (1.7). Conversely, 
if (1. 7) has a solution (2), then a solution of (1. 2) is obtained through | (1. 6) (with Pa 
=0). 

Let A be an eigenvalue of (1.7). Assume the equation which i is adjoint to a. 7) 


A(t) a(t) 

w(t) + zs | Earn (Q5 
has / linearly independent solutions w e O9. Then the condition of solvability for 
(1. 7) is a | 

[wa dro, jme. (1.9) 
while the general solution of (1.7) is | 
D ^ 
9G) —g. + Dyes), . | (1.10) 


where {¢;(t)}) is the complete system of solutions for the homogeneous equation corre- 
sponding to (1.7), cis... sc; being arbitrary constants, and d. (1) is its particular solu- 


tion. Therefore, the general solution of (1. 1) is 


d.G) d : 
$G)-XG {sb E HO are Y 区 | ES de}. (1.11) 


If A is not an eigenvalue of (1. 7), then it has a unique solution VC) and hence prob- 


lem (1. 2) has also a unique solution 


| oí) p, KO. | (1.12) 
211 Tf 一 之 


Therefore the generalized degree of freedom of the solution i is 0 Cfor terminology, Cf. 
[5}). 

2° «<0. In this case, W(z) has a zero point of order --«— 1 at least at infinity. 
Therefore, besides P,—:=0 in (1. 6), the following conditión must be fulfilled. 


| woradr=o， k=0,... ,—&—1. l (1.13) 


If Ais not an eigenvalue of (1. 7), then it has a unique solution ¢(t). Therefore, the 
original problem has a unique solution (1.12) if (1. 13) is satisfied. 

If A is an eigenvalue, thek; when ‘the condition of solvability (1.13) for (1. 7) is ful- 
filled, g(t) is found by (1. 100. By substitution, «1. 13) becomes. 
H 
Dof grar=—| g. (Drdr, k—0,..,—*—1, (0.10 
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which is a system of —x linear equations in (c;4. Hence, the condition of solvability for 
the original problem is (1. 9) together with the consistency of (1.14). After {c;}{ has been 
obtained, we get the general solution (1. 11) for the original problem. If the rank of the 
coefficient matrix of the consistent system (1. 14) is r, then (1. 14) actually consists of 
——r equations of constraints and so /—r constants in it may be arbitrarily taken. That 
is to say, there are /—«x—r independent equations in the condition of solvability for (1. 1) 
and its general solution contains / —r arbitrary constants. Therefore, the generalized de- 
gree of freedom of the solution i is x 
3* 420. In this case, in place of (1. D , we have the Fredholm equation 
~ KSAH OPa ga, i€EL. | (1.15) 
If Ais not an eigenvalue of K, then the general solution of (1.15) is 
em} . 
y=. G) - 24060 (1.16) 
which contains « arbitrary constants, where Kg, =g, KX} =AH (DÉ (k=0,... 6—1). 


Therefore, the general solution of (1. 1) is 


eco-xco [4 Oar +5 alo ar]. (1.17) 


2nij, t—z Lt—z 


If Ais an eigenvalue of K, then the condition of solvability for (1. 15) becomes 
[ eO A OP Og Om 0, j=l. ols 


or, what is the same, 


za D o, , 
AY a| eco) Es Odi — | wa dt, — jm... (1.18) 
k=0 用 


if this is consistent, the general solution of (1. 15) is 
: a 


H 
9G) —4. OAD icd KO + Dan. 000 Q.19 
j=i R=0 
Therefore, the general solution of the original problem is 


x—1 
Pz) =X(z Tarif, te P: Ce X Jo +5 rA AC. 


onl Lt—z Lt 


prn (1.20 


where {di}s | is any system of solutions for (1, 18). 

If (1. 18) is consistent and the. rank of its coefficient matrix is ry. , then there are w~r 
independent constants in {dą}, which means there are actually 4| — r independent con- 
straints in (1. 18). Therefore (1. 20) contains /--k—r independent arbitrary constants and 


hence the generalized freedom of solution is again «. 


2. Application to solution for singular integral 
equations with a transformation 


Using the previous results, we may solve the following equation; 
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ango +o | $a, I eruere. ier. CET 


where a,b,c, f € H are given on L while a(t) is as before. Assume a Eb AO on 工 
(normal type). 


As usual, let 


=l f 2) 
D(z) = mil E eat? zé&L. (2. 2) 
Then (co) —0 and equation (2. 1) is transferred to problem (1. D, where 
a(t) —b() _ ett) ENNIO 
CO= nro: POT? EOD (2. 3) 
(2. 1) is solvable iff (1. 1) is solvable and m 
git) =Ot(4)-G a). (2. 4) 


It is easy to write out the concrete expression of y(t) in all different cases. For exam- 


ple, when «—0, if Ais not. an eigenvalue, then | 


a 


eo - Loco =X- WO EXT KO (2.5) 
Ti tt—t 
if Ais an eigenvalue, then the condition of solvability is 
fdr u 
[occae o T 0, jl... sl, (2.6) 
and its general solution is 
. 4 
o) OC 0X7 OX. Ot Dyess 
X*@+X7@ IF 9.) J;CO l. 
+2 OEE | Lot tart Dye | dr (2.7) 


The condition of solvability and the expression of the solution may be similarly writ- 


ten out when.«7»0 or <0. 


3. A particular case 


Let us consider a particular case.of (1.1). Assume.a(L) CCS * and e(t) »H() are re- 
spectively boundary values of certain functions a(z), H(z), both holomorphic in St; 
a(r) —a* Q) HG) — H* (2). In this special case, by (1.3), Hi) — Hf () is the bound- 
ary value of the function MEME ! 


H (z)X(a(z)) ' m 
X(z) 


holomorphic in S*. After (1. 2) has been obtained, we may simply proceed as follows. If 


H(z)= (3. 1) 


put . ， 
， V (z)—AH,(z)V(o(z5)), zest, 
QG»)- 
Wz), zS”, 

then Qt (2 —(7 G) =g (t). 


1° Assume «=0. Then 
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gle), 1p ar) - 


Qe NIE t—z Oni LX (raz)? £&L, (3.2) 
and so 
Y)- Lf eli dr z€S-, (3.3) 
while 
VG)-—40()--AHi GOV (a(2)), z€S*, (3. 4) 
or, simply written as m 
V—0--AHiW*" (G€S*). (3. 4)' 


By iteration, it gives rise to V*— QE AH by which it, follows that 
v= AHAH P AMIE SAHAT EHH 
Iterating once more, we have 
P=AHAH TAH HA +H H HYE”. 
Repeating the iteration process again and again, we have in general - 


更 一 0 十 DAH HE A HYHH HI, n=1,2.... (3.5) 


i-i 
When |AHi|<llive.. 
lA| «1/max(|Hi(221?, 
xsEST 


or, more generally, for certain k, 


[Al <1/max | H1 (t) |, (3. 6) 
i rest 
we know that 


VG)—QG)- Y XH OH e) Fe) (2) 
rei 
or^ pont i . " E 


YG)- =0 gts DAH OH a) H GF G)XG GGG) 
一 1 


is uniformly convergent on S*.. . 


Thus, Bi 


PRK DMG) + SHH GOH GG) HG GX Gh GO) fG G2) (3. 5 


k=l 
is the general solution of (1. 1). 
“For the usually occurring case where 


limH (a"(z)) — 2 (zo is a definite finite value), 
then, when zoz*0 and |A|«1/ |zol , (3. 7) is really the solution; when zo—0, it is valid for 
any A. 
2^ Assume «<0. In this case V (z) =(z) has a zero point at infinity of order —x at 


least and so, by (3.3), the condition of solvability for problem (1. 1) is 


vg). cl _ 
| ,9dr=0, j 一 0,1，.. ,一 k 十 1. (3.8) 


The rest discussions remain valid. 
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3° Assume «7-0. In this case, in place of (3. 22, (3. 3), we should have respectively 


g(t): ^ 3 | 
QG) = zd X GG — 4 t Pe), z&L, (3.9) 
FEN ICONE i 
Wl RHE =D PAG. £635 T G10 
| the rest discussions remain as above with Qa (z)) to be ‘understood as 
4. (0) 
Adz) mos Low a YE yd hPa GA (3.1D 


Analogously, we may discuss the problem 
BH) —GU)9* GC) HAH GID +g) EL. 
When a(L)CS~ and e(t), H(t) are respectively the boundary values of certain func- 
tions holomorphic in S7 (including co), simple results analogous to above may be obtained 


also. 
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某 些 带 变换 的 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 


摘 要 ”本文 主要 考虑 某 些 带 变换 的 奇异 积分 方程 ， 尽 管用 经 典 的 正则 化 方法 可 以 求 
解 ， 我 们 还 是 给 出 一 种 新 的 分 区 跳跃 方法 ， 使 它们 化 为 较 简 单 的 可 以 系统 地 求解 并 可 迅即 
讨论 的 Fredholm 积分 方程 . 

XR Riemann 边 值 问题 ; 奇异 积分 方程 ; 变换 


[ 原 载 于 数学 进展 ，1994，22(5); 424 一 431. ] 
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沿 曲线 的 积分 方程 ,其 解 具 一 阶 奇 异性 


摘 要 - 
本 文 讨论 了 沿 曲线 的 Fredholm 积分 方程 与 Cauchy 型 奇异 积 分 方程 当 自由 
项 具 一 阶 奇 异性 时 在 同样 的 画 数 类 中 求解 的 问题 。 证 明了 相应 的 Fredholm 定理 
与 Noether 定理 (形式 有 所 改变 ) 仍 均 成 立 . 对 于 特征 奇异 方程 及 其 相 联 方程 还 给 
出 了 解 的 积分 表示 式 、 结 果 也 推广 到 了 方程 组 的 情形 . 


一 般 讨论 沿 曲 线 的 积分 方程 (或 组 时， 不 论 是 Fredholm 方程 还 是 Cauchy HARA 
程 ， 对 于 自由 项 及 解 至 多 都 假定 只 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 5， 本 文 将 讨论 当 自 由 项 在 积分 
曲线 上 若干 固定 点 处 有 一 阶 奇异 性 ， 而 也 容许 解 在 这 些 点 处 也 有 一 阶 奇 异性 时 ， 会 有 怎样 
的 结果 ，; 当然 ， 这 时 曲线 积分 要 理解 为 Cauchy EAS MTOR. 我 们 得 到 ， 就 Fredholm 
方程 而 言 ， 经 典 的 Fredholm 定理 以 及 用 预 解 式 表示 解 的 公式 仍 都 成 立 。 而 就 Cauchy m 
异 方程 而 言 , Noether 定理 稍 作 修改 后 也 成 立 .， 对 于 特征 方程 及 其 相 联 方程 , 并 把 解 及 可 解 
条 件 写成 了 最 终 形 式 . 最 后 并 把 以 上 结果 推广 到 方程 组 的 情形 . om, 


$1 Fredholm FEIM. 


设 工 是 一 曲线 ， 由 有 限 个 互 不 相交 的 简单 光滑 封闭 弧 组 成 ; 在 工 上 取证 正 向 ， 如 [1]， 
§ 29 之 法 . Wey ,ca 是 世上 的 十 个 不 同 的 点 ， He 


gc TT e- "E |^ — Q.D 
定义 上 上 的 函数 类 H? =H? (a; ”Cn om. HOLIS?N 当 且 仅 当 
f') i UG 
fo= as LOCH (1. 2) 
(H WWE Halder r 条件 的 函数 类) 考察 Fredholm 积分 方程 
kip = p10)— af kaong di fü. D. (1.3) 


其 中 A 是 一 参数 , Meee EH”, B 
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k* (tot) 

lt 一 如 | 

RE AER SGO SARA AM ol WE Hy. 这 时 (1. DALHAR nam n). 
与 (1.2) 类 似 , > 


kost) = Te 0 委 <<<1， La € H. a. 4) 


a 
RAS 


g(t) = PE n ya (1. 8) 
则 方程 (1. 3) 成 为 
to £g, og 
9" Cto) je | Ks D P dt— f°" C). (1. 6) 


HF kG oe Men’, | ， 
"ERU JOE 
[RBD p(t) EH", 


因而 它 在 4 一 c 处 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 , 这 只 要 把 元 5 分 项 分 式 后 便 可 看 出 (参看 [1]， 
845,3). A, SIRO. DAM, 从 (1. 6) 得 知 羡 则 必 


p“ (a) f" (ce) » 上 二 工 yn. . (1. 7) 
今 作 代 换 C 
e) e — f», (1. 8) 
B eG)€H", Jim. DERESE 0 
kw = co- Ges DUAE), (1. 9) 
其 中 mut tea 
ha). kü.DfOd. c. E (1.10) 


根据 与 前 面相 同 的 理由 , AACE. 这 样 ， 问题 就 变 成 对 Fredholm 方程 (1. DE 
H't Rø. 且 这 一 一 转化 是 等 价 的 fiia. RI ato, 由 人 DETTERO. 3) 在 
Hy 类 中 的 解 ， 这 时 条 件 (1. DEERE. | 

对 于 齐 次 方程 od 二 0 MF, da. DRAT, EEH 类 中 的 解 必 属 于 HK, 
T H KC], 851,20. 因此 对 于 齐 次 方程 而 六 ,有 关 的 Fredholm REHE 60 uf fie. 

WA 不 是 特征 值 ， 则 (1. DAE 解 , 从 而 (1. 3) 也 有 唯一 解 . 今 设 4 是 特征 值 ， 这 时 ， 
(1.9) 可 解 的 充 要 条 件 是 ( 因 40) - 


| | [,ox«oà-o, j=l " (1.11) 


其 中 (多 ) 是 相 联 方程 ki x—0 的 线性 无 关 完全 解 组 (它们 均 € 石 已 如 前 述 )， 
BAIO 入 (1.11) 中 , 并 交换 积分 次 序 , 得 


| hd) ben Fedde mo. | (1.12) 
WE ki Xj;=0, (1. 12) 就 可 简写 成 
| fogod- 0, gale (1.13) 


这 样 ， 下 列 Fredholm 定理 仍 成 立 ; hp=f den EHI 类 中 可 解 的 充 要 条 件 是 
5 kx-0 的 所 有 解 正 交 . 
我 们 还 可 用 预 解 核 给 出 方程 (1. 3) 的 解 的 表达 式 . HAT k mm DGo523. B 
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当 4 不 是 特征 值 时 ,方程 (1. 9) 的 唯一 解 为 | 
wt) =A to) H- | Gs «t 308 Ode. . 
VAC. 10)4RA, 注意 预 解 核 的 熟知 性 质 ( 见 [2],，8 5): 


Af Port ddef en)7 can—a| faa] DCist, ÐR, dt 
9 a L L vw 


=| Gost AATF des, 
并 回 到 qkz)， 最 后 可 得 : 

go) f Cia) Fal Paot DSO de, 
即 方程 (1. 3) 在 HY 类 中 解 的 表达 式 与 经 典 公式 一 致 


§2 Cauchy 型 奇异 方程 情况 


现在 考虑 方程 
Koc na gs y B(tost) gd = Fs), 


其 中 A,BEH, R€ H* , AŁB#0, fEH?, RE ode Hrs 此 外 我 们 还 设 


- Ale) 40, k—lyn 
在 (2. 1) 中 ， nien f f" ,9p" 意义 仍 如 前 . 


由 于 ae dre n + [eode nr E «ose. DIEA, NU. 


AC" Cci) = f* (c, k=l,” 


(1. 14) 


(1. 15) 


(2. 1) 


(2. 2) 


(2. 3) 


现在 不 能 作 代 换 eG)—AGO«D—fQ0, —— 为 克服 这 一 困 


难 ， fen 1 GEI E SUA TO), 使 ow 
ft len) ca, a 


T GO se 092 Ale, helo n, " M 
并 令 : 
bi pa ay TG) oa. 
wlt) =p — 7 p(t)? 


于 是 可 知 eG) €H'. 把 它 代 人 (2.1) 中 , 则 后 者 成 为 


Ko = Aol) + e, KG Do(Ddr m FG, 


其 中 | 
AWT) | 
F(t) =f (to) Oh) ho, 
这 里 
PQ, 
| nce) =| Ret) Say 
在 以 上 的 计算 中 , 已 注意 到 
' TO d . 
bao t—to. 0， toca} 


ai 


» (2. 4) 


(2. 5) 


(2. 6) 


(2. 7) 


(2. 8) 
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这 只 只 要 把 守信 进 行 分 项 分 式 便 易 看 出 . 


KE Kp =0 来 说 , BRPOECH*, AMEH aeu, § 53 ,附注 2. 因此 有 关 
齐 次 方程 的 Noether 定理 这 里 也 不 可 能 推广 . 

对 于 非 齐 次 方程 (2. 1), 现在 已 转化 为 等 价 的 方程 (2. 6)， 其 中 下 (to)E 刀 "于 是 它 可 
解 的 充 要 条 件 为 


n F@4,(@)dt=0, j=l st? D, (2. 9) 


HH OG BARE K x= 0( 在 如 类 中 ) 的 线性 无 关 完全 解 组 
以 (2.7) 代 人 上 式 , 得 


| f@u@d= 
再 以 (2. 8) 代 入 ,并 交换 积分 次 序 , 则 又 有 


L ACTU: at 5 RO Gt; 


[feci E T & DX Gd) 


TO. BL) 4 
xi), oO no 一 


注意 
TOS Te) 
ett) rea =c)’ 


以 此 代入 前 式 ， 并 用 Poincaré-Bertrand 积分 交换 次 序 公式 ， 上 式 便 成 为 
JA xoi 5 TG) [+ BDUD +5 Lf BGDXEDdA | dt | 


(2.10) 


p Cex) 1L —c6)0—n)7 
上 式 中 最 后 的 积分 显然 为 0。 又 注意 (2. 3) 式 ,于 是 可 解 条 件 (2. 9) 最 后 便 成 为 


à rene DO XP ， patent} Quan 


于 是 便 得 Noether 定理 的 推广 ; 方程 (2. 让 在 所 设 寻 件 下 在 H? 类 中 可 解 的 充 要 条 件 
是 (2. 11) 成 立 , Hy) BK x=0 的 线性 无 关 完 全 解 组 


$3 ”特征 方程 及 其 相 联 方程 的 解 


对 于 特征 方程 | 
K'p =A (te) pts) + Co) ae ga fü) (3. 
而 言 ， 其 解 可 写成 积分 形式 . 由 于 这 时 (2. 6) 成 为 
bee AGTU) 
K w= f(t0) pXto) D 
故 其 一 般 解 为 
o4) K* f—K* AGUT GO. p. GOZGOP a Q9, | (3.2) 


D Berson 当 作 系数 的 间断 点 ， 则 它们 都 是 特异 的 ， 因 此 Noether JE BOXE. 6) 成立 , 见 [1],§ 102, BERE 1. 
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其 中 


"FLA. B* (tZ (to) fdt 
K'f — AT o) f Cta) — zi n ZO =)’ 


我 们 这 里 已 采用 [1], 8 47 中 的 记号 ，“ 为 问题 的 指标 , P Pei k— 1 次 任意 多 项 iXX (x<0 
Bf, P.-,=0)°. 


mx A 展开 ,并 用 (2. DER go), RU GS. DRA 


pt. 
_ peg. B BT (to) _ QT. . 
Ato) =K* $B" GOZ) (zr ro 1 Sone, E a]. (3.3) 


这 便 是 特征 方程 (3. 1) 的 一 般 解 ， 

为 了 把 一 般 解 (3. 3) 写 成 更 简明 的 形式 ， 我 们 先 来 证 明 下 一 -sm. 在 下 面 我 们 将 (部 分 
地 ) 用 到 这 引 理 , 但 它 本 身 也 有 独立 的 意义 . | 

5|X8 wR Je 3t] Boh HH UK GM emen EH (z) že 次 多 项 
Ky KON AB), MANA 


AGO 1f _ Bide DN : 
126). RBZ 9^* jj 


MIN 


Ga, 


BW), 1p _A@)dt 4p y 
LN Za) bi) Ze GT Os, 
此 外 ,还 有 以 下 公式 成 立 ， 00 - 
Lf AQd o 
zi, Z(t)t—z):. -tyc) TH. ce), FES , as 
i[ Bade .1 "M Q 
Tl |l. Zü)t—z) X(x) H, GY; ZES . 


证 ”我们 记 起 
LUV (Alto) EBGUIX Gaye Ct) — BG )IX (es 
Xi)-Ó(|z|7 (z2»o00), T 


于 是 我 人 有 0 | 
aco l| Bade, . ls 
Zlo) RUZ Uo) ay m 


i Boo) 1f  B()d =lim |z} -4f Bodt E 
X9 ZO) nij ZOER) at (A) i ZZ) 
1 


1 Bto) | d. B(t)dt ij Ba)dt 3, Uis 
LZGQXG—2) 


X (to) Zw) mi 1. Z(t) (tbo) -im [xt Ti 

其 中 -> 地 分 别 表 示 = 从 工 IE, fe GST o. HETA, 上 式 左 端 是 在 全 平面 中 某 全 纯 函 

数 的 边 值 ; IBI X GO E 一 co 处 的 性 态 ER BERR Has). TEG. 4) 中 第 一 式 

成 立 . ,而且 再 由 上 上 式 还 可 看 出 、 209 

eda. Cd d 
xo ZO G= 


由 此 立刻 知道 ， He) fh es 处 的 主 部 . 


FEES = He). ao (3. 6) 
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(3.4) 中 第 二 式 可 由 第 一 式 反 演 得 来 , 但 也 可 如 下 处 理 ， 


_ BC) Lf “AW de . | ， 
Z(to) TijzZGtC 一 加 ) 


1f 4)dt | 


1, AG) | Lf _AG@)dt =lim (a5 ¿l 

Xt (to) ZGO niJiZ@&)(t—to) X (z) nij ZŒ) @—z) 
EN | AQ 1 A@)dt n" 二 Fz | AG)gd? J. 2 

| Xo) ZG) ri ZOG) g Xo LZ (t) tz) 

根据 与 前 相仿 的 理由 ,也 可 得 (3; 你 中 第 二 式 ， 且 得 
1 i. 4()dt _ wc. o 
mE ~X@) Ri Zoaz 0 — 5 am 
Uo “4 "Awd a ig. 7 00 
Xa) x Lf Za- Ee) EE) M 


MS ag HL De de = 一 co 处 的 主 部 ， 
(3. 6), (3.7) 即 (3. 5) 式 . 引 理 得 证 29, 
我 们 回来 化 简 (3. DA. 724 eco 时 我 们 认为 可 解 条 件 已 清 


用 (2. IOS, 3) 右 端 最 后 积分 中 ， 


AWT (dt I» Tici) 1 l - ACOdE 
A LZG)eG)G—n)  £ P cani] ZO E — th }Kt—G 


OX Tl) AG)[ 1. 1. 
B X p oca ics ja. 
利用 (3. 4) 中 第 二 式 代入 ， 再 次 注意 (2. 10), 可 得 .. 
1 AWT G)dt | 
nije Z(t) eG) ~—to) . SR E uud 
-5 Te) ` (Bé. BC) "Pm | 
= T4 (c) (to — cy) Z3) | Ze) 
BDT U) _ 7 Be, T Ce,) eet (to) —H, (e) UU 
X ZDP) <4 ZGOp (co toe) / p Ce) "7 tee, 
上 式 中 最 后 一 项 显然 是 x 一 1 次 多 项 式 (一 1<0 时 为 零 )， 所 以 把 上 式 代 入 (3. 3) 中 时 ， 这 
一 项 可 并 人 任意 多 项 式 Pe GP. 此 外 再 注意 到 . (2. 4)， 最 后 便 得 方程 (3. DEH! 类 中 
的 解 的 公式 : 7 A 


pe fe a BDE 0 yp \° 
ie) = K* f Lu GZ) wl alts od ca) - Te . (G.8 


dowd c 


HL) HG) 


T . 


OD 当 *“<0 时 ,(3,4) 中 第 一 式 很 明显 ， TES 是 xx 0 的 解 . 此 外 ， —— 在 各 式 的 


AQ), BO) SAF HE & 次 多 项 式 因子 PUD Bt ts BREN. Ait He HHH Hers ME co 处 的 主 部 . 


© ”如果 与 经 典 情况 一 样 ,把 方程 (3. 14639 Riemann HR CHE RE E BERGE cv -ren 处 具有 一 阶 奇 异性 时 ， 
Plemelj 公式 仍 成 立 ) ,也 可 求 得 (3. 1) 的 一 般 解 有 下 形 ， eins 


Ci 


go) = K* f -B* (tZ o) { bz 二 +Pe ido) ), 
ia 


其 中 Pe-1 仍 任意 ,而 C, 是 一 些 待定 常数 . 把 它 直接 代入 (3. D ,经 过 相当 复杂 的 计算 ,她 可 得 到 (3.8) 式 . 
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Ai eco 时, iT co MRE 2059. cQ. O8 ERSA, 故 可 
解 条 件 (2. 1 BUE ROS | 


fOr, «x BGOf'GOd on 2 
l2 9 - CSCS) GO JT bm TE (3. 9) 
最 后 我 们 来 看 相 联 方程 BN 
Kp = Aaga hf BOLO ya Quy (3, 10) 


E Hi 类 中 的 解 , 其 中 elt.) =e" 2/9) € Hr: BOSSA I 用 上 法 .在 (3. 10) f 
WU Bla), 并 令 
OO=BGWEY, 6 0€ 《3. 11) 
则 (3. ORA OBREDE 
BG) [ 05d: 


AGB) ni lnt—te =B(to)g (to). (3. 12) 
这 与 方程 (3.1) 所 不 同 的 只 是 左边 BG) 改 为 了 一 BG)， 其 指标 为 < 一 一 «， 且 这 时 典 则 函 


数 是 元 (5 ， 故 现在 相应 的 标准 函数 Z(z) 要 改 为 i 
A'G)—E'G) AG) — BG) A@+BG) * 
Za) "xt T Xo (3. 13) 
于 是 根据 (3. 8) 式 ，(3. 12) 的 一 般 解 ( 设 可 解 条 件 满足 ) 为 


Rs Bt){S B**(c0Z Gg" 《cn | 
0€) —K* (Bg) ZOD Maree edema) (a) nes) P_,-1 (to) 


记 起 "的 意义 ， HB Yo), 由 (3.11), 得 
Pt =K"' g- T Sezone u, © (3.14) 
其 中 "' 是 K* 的 相 联 算 子 . 这 便 是 方程 (3. 10) 在 HY 类 中 的 二 般 解 .: 
以 上 的 推理 中 , 严格 说 来 , DRET BOZ) 于 工 上 . 但 得 到 (3. 14) 后 后 可 用 直接 验证 
法 (虽然 相当 复杂 ) 可 以 证 实 ; 纵然 BG) 在 工 上 有 零点 时 ，(3. DREG. TORRO. B 
4 <0 BI >o BY, 由 (2.11) 易 见 可 解 条 件 为 : : 


| 
二 | e (OZardre — $1 8 0B G2 God. 
i 


A'GOpGO ^ j79bee-h (3.15) 


注意 2 一 4， —l, 所 以 (3.14),(3.157 可 相应 化 简 . ， 
$4 方程 组 的 情形 

以 上 各 节 的 结论 不 难 推广 到 方程 组 上 去 ， 即 : 设 已 知 的 FG) SRA oe) BEN 维 
HE, Tk AN BB, CH’. 这 时 同样 地 定义 NN 维 向 量 的 类 HY. XF Fredholm 方程 
而 言 ，8$ 1 中 的 一 切 论证 和 结论 都 成 立 ， 只 要 注意 到 《1. 12) 式 中 的 REBKARHRE 


O 根据 前 面 底 注 的 类 似 理由 , 它 的 确 还 是 一 般 解 . 


110 RET Bi He A fF] HRD ERLER 


阵 必 .至 于 在 证 明 (1. 15) Mt FAAS ee A EI, MERL], § 110). 
现在 来 考虑 奇异 方程 (组 )(2.1)， 这 时 除 以 上 说 明 外 ， 现在 4， B aE N BEM. CH, 
且 
S—A-B, D—-A—B. E (4. 1) 
在 上 上 处 处 满 秩 9; 此 外 ， UE | 
Alex), (k-1,-,n) 
也 满 秩 ， 解 法 可 比照 § 2 中 进行 ， 因而 只 作 简 述 如 下 . 
这 时 {2. DRL od editi (n —1 DO d De TO. 使 
TCD =A CS" GO, kl." 
并 仍 令 w(t) 如 (2.5)， 则 仍 得 (2. 6). 现在 可 解 条 件 (2. 9) 仍 成 立 , 但 它 可 化 为 


AOT Oar 


n fax Git =], PT f, ZOLAN Ryn) de 


TG) 
p) 
-[, TO, (4 cones], a ox te de} 


p) 
l TG) KOWA) 
p EU roe, INL LL LE 


仍 以 (2 10) 代 入 ， RIA CS , 
二 | OLON = E 


"Gf eB GORGO 
e (6, ` E 


—1 ` : ! 
-De eA eS OR jedes 4.2) 


Ah OMA K'x-0 的 线性 无 关 完全 解 组 . 
这 样 , § 2 中 推广 的 Noether 定理 对 方程 组 仍 成 立 , 只 要 把 可 解 条 件 (2. 11) 换 作 (4. 2). 
:对 于 特征 方程 (3. 1) 的 解 我 们 也 有 较 简 形式 . 这 时 (3. 2) 的 形式 不 变 , 但 


m t 
KA Gp FG) — m D fa» (4. 3) 


tote, . 
IE LE], $130 | - a o 7 9e | 
" i) lo D7€». Om ENO PO 


M 


(4. 4) 
Zü)-SQOQ)X* ()- DXOYX- (t) ’ 


这 里 X(z) 是 问题 相应 V B5 BDU) XR RF.. Bar “s EN 293r EUIS Ta HOR = DE 为 总 指标 则 


X(z) 中 各 ( 纵 ) 列 向 量 在 z= 一 处 的 阶 数 依次 为 一 6，， “…, 一 kN. 又， 现在 a. 2) 中 的 PO) 是 
一 多 项 式 向 量 ， ; 
PO Gs Pi 
注意 到 "ood | 
es pon ERU A'A—B*B-—E 
GE DME, 加 到 glz,) 时 ，(3. DERA. 


@ 本 节 中 以 后 恒 将 采用 [1] 第 六 章 中 的 记号 ,注意 它们 与 [33 申 记号 不 完全 一 样 .一 们 二 市 
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Z (G)0BGOTGOD 1f ZIOAT Edt 


gs) nij. PCE) CG — to) — P (to) . 


qu)-—K'f—B* (to)Z (to) | 


(4. 5) 


为 了 进一步 化 简 上 式 ,我 们 也 有 与 32 中 相仿 的 
引 理 ”如果 把 和 -1(z) 在 z 一 co 处 的 主 部 多 项 式 矩 阵 记 作 H GO , MRNA 


一 1 
ZA if OBOE na, 
(4. 6) 
A 1f Z1GOA(GQGMt 
—Z (B) ur ee =H (i 


此 外 还 有 ; 


二 | Z MAG) dt 
NES! 


um —EXG)-H(), ES, 


A[Z-^oBGd 
xi L i—z 

证 明 方法 与 &2 del, ARS. 

以 (4. 6) 中 第 二 式 代 人 (4. OR, 得 


» " ^4 Z (GO Bees) T Ce) H (05) — H Ce) 
qo) =K f—B (to) Z (to) | p (c4) (ts — ca) T > to—ch 


=X (z)—H (z), z€S*. 


~ Pe) —P Go) 


(4. 7) 
我 们 知道 , X' e) FE z — oo AE BB e PERS TRA BA e sns CL C1], 8131)， 从 而 
XT CORETANE, MS HOME ETE FCRC, AHA x1,… ,xw. 于 是 , 矩阵 
H (to) ~H (es) 


to Ck 
的 第 7 行 有 阶 数 心 一 1， 接 着 向 量 
Y H(,)—H ce) 


7 T (cx) 
k=] to— Ck i 
的 第 7 个 分 量 便 是 心 一 1 次 多 项 式 (kj 一 1<0 时 为 零 ). (4.7) 中 相应 的 项 项 可 并 人 P(t) rh. 
注意 TG) 的 作法 ,最 后 便 得 ; 方程 (3. 1) 的 一 般 解 为 ， à 


—E*f o n* : ! C) BG) A"! Ca f* Co) 
eG) =K* f s+ Zao | XE EBA er TOTOAN 
由 于 齐 次 相 联 方程 K"X=0 的 一 般 解 为 


X@O=Z' "DQG, 


— Pt) (4. 8) 


这 里 Q(z) 是 一 多 项 式 向 量 ， 
QG) = Ql Qu D, 
AG. 1) 的 可 解 条 件 为 
dl 1-1 B(G)A7 (o) f" Cad Z' 1 (0Q€o) 
x;|foz7oeeoa- C E rs 
或 可 写成 : o. | 
Q(cOZ ^ 1(c3) B(c,)A7 ‘Cc f* (en) 


1f oiz- _ 
71] eoz (fIOdi- $) 


2. | PIE (4. 9) 
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现在 考虑 非 齐 次 相 联 方程 (组 ) 
Ki 4—A' G9) E| POLO dem gto, (4.10) 
(g(to) EH?). Bit Bo WE. S : 
; . 8) —B'GO 9 OD, : : e (4.11) 
则 方程 (4.10) 成 为 
A' GO BI 80) — Lf, od g Cto). (4. 12) 


它 与 (3. 1) 相 类 似 ， 如 在 相应 的 记号 上 加 以 符号 一 ， 则 我 们 有 
A=A'B', B=—E; 


于 是 
S—A'B'!—E-—D'B''!, D-A'B''«FE-S'B'^. 


由 此 容易 算得 
SD =B' D'S BI! = 4 (S'—D! D'S! B= FS! Q' 28 EB’ =S D. 
XBHX'-sSUDX .XC-—80DX , 易 证 
X-x'. 
由 于 Z 一 SX+ ， 从 而 
Z=3X+ =3x'1=Ss'7' = BI, 

这 是 因为 i 

(GS!) =S'BI DLs 1S -DD - B" 
的 缘故 . 此外, 现在 

At =f S74 DY) =F BDO +B SDB A, 


B=- 460 - BD) =- 5 BD S =B B". 


ERARA ess 一 ky， 总 指标 为 一 «. 
根据 (4. 8) ,我 们 有 (4. 12) 的 一 般 解 。 


Ze) Bee JA 1 (eg (ce) 


00) =K" g—B" GZ to) » TRH) )}, (4.13) 


k=1 Pi (ck) (加 一 ct) 
其 中 ri Hu 
7-1 
Ke ges” 0g tg) EDZ | Z Og (0, aan 
0. . . 


把 以 上 计算 所 得 结果 代入 (4.13),(4. 14)， 并 由 (4. 1D, [E08] YG, 我 们 有 
(to) =K" gZ Cto) | E DINEM (9 Q9 \, (4.15) 
其 中 k"' 仍 是 KK* 的 相 联 算 子 . ， 
(4. 15) 便 是 方程 (4. 10) 的 一 般 解 . 以 上 虽然 是 在 B OD WEEK Bx: P HEAR. 用 直接 
的 验证 可 以 知道 没有 这 假定 时 (4.15) 式 仍 是 解 , 且 为 一 般 解 ( 见 83 FRE). 
这 时 方程 (4.10) 的 可 解 条 件 由 (4. 9) 应 为 
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sr Pee (c) BG) Á^ Gg" co ， 


d. 7-1 
L| POZ g adt = 名 PIU 


或 即 


d 7 已 (ct)Q Co) B"' Ce) B' Ce) A' Cag" (e 
zi PO?’ OB" OBOE > z ` SOM 


这 又 可 改写 为 506 07 775 004 cok 
n + 一 1 » 
ai] BOB OZWPwdr= 5E CJA (Cy) BCC) B" CZP e) 


k=1 e: (e) 
由 于 


(4.16) 


A“ BB" ——LACG-DYG2?—D7)— LA^ GDC- DS"! 2E) 
=14>((S+D)D-+ O57 —4E) 
=A- (laor 1LS7)—E E)-A'—A^. 
因此 (4 16) 以 及 (4. ID eR TES. 
参 考 x x 
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X 


ON INTEGRAL EQUATIONS ALONG CURVES, THE ` 
SOLUTIONS OF WHICH HAVE SINGULARITIES OF ORDER ONE 


Summary 


In this paper, the Fredholm integral equations and the Cauchy-type singular integral 
equations are discussed, the free terms and the unknown solutions of which are assumed to 
have some fixed singular points of order one on the path of integration. It is proved that 
the corresponding Fredholm theorem and Noether'theorent (with some variation) remain 
true in such cases. For the characteristic equations and their adjoint equations, the integral 
expressions of their solutions are obtained. All the above results are also generalized to the 


case of system of equations. 


[ 原 载 于 武汉 大 学 学 报 (自然 科学 版 )，1964，(1): 1 一 13. ] 
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关于 Hilbert 核 奇 异 积分 方程 


ltt 


前 


通常 谈 到 Hilbert 核 的 奇异 积分 方程 时 ， 都 是 指 的 在 实数 域 中 的 方程 ; 
Bs) 2x 
x o u(o)cot 


AG)uG) 一 t do = f(s), (0. 1) 


或 者 ， 除 掉 奇 异 积分 外 ， 左 边 再 添加 一 个 非 奇 异 积分 的 项 ， 但 是 ， 把 积分 路 径 改 为 平面 曲 

线 的 一 般 情况 ， 即 
AGP) + 

i 人， 


t — to 
t— L 

则 (0. 2) 就 化 为 通常 的 Cauchy 型 奇异 方程 ， 因而 可 用 熟知 的 理论 来 求解 然而 运用 这 种 方 
法 把 它 正 则 化 时 ， 不 能 得 出 它 的 有 效 解答 ， 即 便 得 到 的 定性 结果 也 不 能 令 人 满意 ， 因 为 这 
里 要 解决 正则 化 后 方程 的 求解 问题 ， 而 后 者 的 显 式 及 解 的 个 数 的 讨论 均 较 复杂 ， 还 要 牵涉 
到 相 联 方程 的 求解 问题 . 

本 文 的 目的 就 是 要 络 出 方程 (0. 2) 的 有 效 解法 , 所 用 方法 是 把 它 转化 为 周期 Riemann 
边 值 间 题 91. 

34 A=0,B=1 A, (0.2) x MA—M Hilbert 核 积分 的 反 演 问题 , 这 在 [2] 中 已 讨论 过 ， 
并 获得 了 完全 的 管 案 . 


- ER, MRS z 一 让， 本文 的 结果 就 阿 转 化 为 含 复 的 核 cth “的 奇异 方程 的 结果 . 


n 


^L &DOcot — P d = fle), — (0. 2) 


+ );,.o, 


* cot 


$1 封闭 曲线 与 连续 系数 的 情况 


我 们 来 讨论 方程 


Kp = At) pt) 4509 n 


—fG9, HEL, (1. D 


"HAMA 


@ 我 们 这 里 一 般 地 引进 a0 MARS <=2 ,为 的 是 当 ce~~ 十 ce 时 便于 和 Cauchy 核 奇 异 方程 的 结果 比较 . 


4r)» 


ut 
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也 互 不 相交 ;又 4,B,f 都 是 给 定 在 L 上 的 函数 ,y 为 未 知 函 数 ,都 局 于 五 类 (Holder 条 件 )， 
H AREO. RE L CRE- ENEN. 
1. 基本 引 理 ”如 果 我 们 令 


Plz) 一 5 T ||, pcot = de, a.2 
W Gi» 是 一 个 以 ax sy AS ty A EC Be FB Bh Y 工 及 其 周期 合同 曲线 . 注意 到 
scot = HN FRR A Fl, A Plemelj 公式 仍 成 立 ,所 以 .， | 
to) = Pt Cto) —670 ee ZEE 
ma. D 成 为 ` 
DH (to) = G Cta) D Cto) + 8 (to), , to EL, ae (1. 4) 
其 中 . ; E i A s > Loft ý 
~A-B 0 f _ ! 
C= 有 TB CALLE 0.5) 
此 外 ， 由 于 7 
. 1 B 
P(E ci) =+ ga] Ades 
我 们 还 有 
B(— coi) =— (+ coi). (1. 6) 


RZ, 如 果 @(z) 是 一 周期 分 区 全 纯 函 数 , 满足 边 值 条 件 (1. 4) 与 附加 条 件 (1.6)， 则 由 
1.3) 定义 的 eap 必 为 方程 (1:1) 的 解 . 这 只 要 把 (1. 2) BRYA VO), . 
V(— coi) = 001), Pto) = Vio ee XT c | 
(A+ B)E* — CA — B= Kg. 
ALE Ssh, Cz) — VG) 以 ax 为 周期 县 在 金平 面 9 
全 纯 , fEz =+ ooi RE. 把 Liouville 定理 应 用 于 周期 函 。， : 
数 ， WHI DG) = Wiz), FRB. D x. 
这 样 我 们 得 到 
基本 引 理 ”方程 (1. D 等 价 于 周期 Riemann 边 值 问题 
(1.4) 以 及 附加 条 件 (1.6); 把 后 一 PAE MR US, 
(1.1) 的 解 以 公式 (1. 3) 给 出 . 
注意 , 这 个 基本 引 理 对 $2 所 考虑 的 情况 也 成 立 . 
2. 指标 与 典 则 函数 .不妨 取 定 坐 标 系 ,使 各 LG = 


1,2) 都 不 通过 z bar 及 其 周期 合同 点 . 作 一 周期 
带 形 5, 使 所 有 ARE S 内 部 ,并 设 = 一 土工 ar 在 带 形 
的 两 边 上 (图 D. 不 失 一 般 性 ,假定 所 有 L 都 以 反 时 针 方 


向 为 正 向 , 记 志 的 肉 域 为 S+ ,而 记 S} 在 带 形 S 中 的 补 域 o Bi 
为 Sr. 注意 ,对 于 不 同 的 j,S 中 任意 一 点 可 能 在 S+ 中 或 


O 如 果 容 许 4? 一 B? 在 二 上 某 些 点 处 为 等, 风 可 采用 [3]; $25 市 的 方法 ;并 类 似 地 讨论 AL o os I E 
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S57 中 ;但 z= 土 coi 在 一 切 S7 CI = 1;…,p) 中 . 


EDU 2 
k; = 24 1862, (1. 7) 
则 . 
P s 
k= Ski a E (1.3) 


就 是 问题 (1. 4) 的 指标 ， 也 称 为 方程 (1. D 的 指标 . 2E 
在 每 一 S+ 内 取 定 一 点 z), 于 是 


co /| (tan £ 一 tan z)” 
Mad L, 环行 一 周 时 辐 角 不 变 . 根据 [1j 的 $1 的 讨论 以 及 [人 $ 35,4°) 中 的 说 明 ， 


1 GG) 
T(z) = -| log — i + cot —— dt, (1. 9) 
e Zan il, i (tan + 一 'tan £s a 
a a 

X}(z) = ei, Mc, 
X;G) j z; (1. 10) 

z X72) = ei / (tan = 去 一 tan ay, 当 z € S;, 

则 

: | E UXxG) = Xe)" XZ) 7 Cod (1.11) 


就 是 问题 (1. 4) PITT 注意 ,一 般 说 来 ,记号 X* GO RL GO 设 有 什么 意义 ， 因 为 
同一 点 z 对 于 不 同 的 7 可 在 S; 内 或 SF Ae 对 于 to。€ 工 ;来 说 ， 
to) = My (to) Kj Co XF Lo) Xt (to) Xo), 
其 中 X, (to) G5 D 究竟 用 (1. 10) PRK, BH to 属于 St 或 属于 Sz WES 
对 于 = oi coi, FEMUR T S; 所 以 i 


X(+ co i) = Ie i — ten Ziy, 004. (1.12) 
P | @ 

、 OX Ce coi) ^ ' E VU 

I Geo zb zem C Die, (1.13) 
这 里 已 令 . 

P P . : à 

n 9a, log GO. dt — m (1.14) 
4 jel (tan 4 一 tan PLU j=l 


3. "— D 的 解 . ， 先 设 4 为 偶数 : 
D RR>O. TARMA 4) 的 一 般 解 为 ( 见 aD. 


| X(z) FION z l | 
D(z) = ZMS Be cot = =E di LXGOP, Gan = e Q8 


其 中 | " v NE 
Pi@w) = C, + Ciw + + Cut 
为 任意 系数 的 次 多 项 或 :这 时 补充 条 件 (1..6》 成 为 


EN 


Ac. Re 
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. .  l1-Gef g(t) 
PAG) + GPa i) = Lm n fot 
或 . 
— cos EC, — C, + +) + sin EC — C, 十 …) = fosin T (1.16 
其 中 | | 
df go i 
foam ||, X sd a.1D 
MBUE Co, C, 满足 条 件 (1, 16)， 方 程 (1.1) 的 一 般 解 为 | 
Xt (ty) + X7 0) X*G) — X (ty) ga») 一 to 
P(to) = 2 X* (ty) gj 十 Jani eas X* a» cot! a dt 
一 TOC) — X^ GP. an 7), | (1. 18) 
RS 
. _ AC) Bt) 
A (to) — A? (ty) — B'(n)' B* Cto) = = ~ A! (t, ) — B*(n)' (1. 19) 
Z(to) = LAG) + BGD) XT (to) = CAC) — BNIX Gs»... (1.20) 
K f =A" Qf) 一 di pr of 一 dr, (1. 21) 
则 方程 (1.1) 的 一 般 解 (1.18) 可 改写 为 
Oto) = K* f + Bt (to)Z (to) P, (tan A, (1. 18)! 
而 Pi 的 系数 Co。,… ,Ci 应 满足 条 件 (1. 16); od (1.17) 成 为 
_ 1 fo l ; 
fo = izil Zn (1.17) 


于 是 我 们 得 到 , 4 0 时 ; 方程 (1.1) 的 一 般 解 由 (1. 18) 式 给 出 , 其 中 P, 的 系数 要 
满足 (1. 16) , 故 共 含 个 独立 常数 . | 
2 ğk=0. 这 时 (1.18) ECL. 18) PRP, 成 为 一 常数 Cu, 补充 条 件 (1. 160 现在 成 


为 
C,cos : 一 一 fosin PE (1. 22) 
由 此 可 见 ， 如 果 “ 不 是 奇 实数 ， 则 应 
C, 一 一 futan E, (1.23) 
102; 8 C1. D 这 时 有 唯一 解 
Pao) = K* f — fo tan TB" oZ (to): (1. 24) 
如 果 py 是 一 奇 实数 ， 则 当 I 
fo = © (1.25) 
时 , 条 件 (1. 22) 恒 成 立 , Co 可 取 任 何 值 , 这 时 方程 (1.1) 的 一 般 解 为 
Ato) = K'f + CB'GOZGO,- . (1. 26) 


这 里 C 是 任意 常数 ; WE S40, 则 不 论 C。 BUTE, G 22> 不 能 成 立 ? AML) 无 解 . 
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总 之 , 当 二 0 时 ,如果 不 是 奇 实数 , 则 (1.1) 有 了 唯一 解 (1. 24); 如 果 jp 是 一 奇 实数 ， 
Af, = 0, Wa. D 有 一 般 解 (1. 26), WEE f。 关 0， 则 方程 无 解 

注意 , 如 果 考 虑 的 是 齐 次 方程 (f = 0), MAE fo = 0. 因 此 ， 对 于 方程 kgp= 0, k= 
0 Hf, MR p 不 是 奇 实数 ， 则 它 只 有 零 解 ; UR p 是 奇 实数 , 则 它 有 一 个 线性 无 关 的 解 
B* (io)Z(to). 

3 设 上 < 0, 这 时 问题 (1. 4) 当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 时 才 有 和 解 ( 见 [1])， 


(4) sin! 一 d 
[ $2, —+ ao g—10L€—k—0.. 


L X+) cos?*! t 
. a 
亦 即 


|, EE aan E tian? L)dreg G= le, = D. (1.27) 


当 这 些 条 件 满足 时 ,问题 (1. 4) 有 唯一 解 


ie (t) 
2arijJ, X* (t) 


这 时 , 容易 算出 补充 条 件 (1. 6) 为 
f en (q + G.. tan = 十 il 一 Gn) dt = 0; 


2060) = 


Ly de. (1. 28) 
a 


LX*(GO 
ui BD 
alt mh 
foa 2 | 
二 ———— dt = Q. (1.29) 
J. Za» cos Å | . . 
如 果 记 
mE fe). i z en 
一 ani Lf Fajr "ELE | (1-30) 


则 条 件 (1.27) 与 (1..29) 可 合 写 成 (一 & 个 条 件 ) ， 
fain E = ficos "E 
(1.31) 
fo=~ f= f= j 
— b). 
fo fA/ (下 标 最 多 到 一 如 
当 条 件 (1. 31) 满足 时 ， 从 (1. 28) SAMBO. 1) 的 唯一 解 为 
Pto) = K* f — FiB’ oZ (to). (1. 32) 
注意 ， 如 果 pe 不 是 奇 实 数 , 则 由 (1. 31) 中 的 第 一 个 条 件 ， 还 可 把 解 (1. 32) 写成 


Qty) = K' f — fotan TEB (to)Z (to) » 


其 形式 与 (1: 24) 同 . 

于 是 我 们 得 到 : 当 二 0 时 , (1.1) 可 解 的 充 要 条 件 是 (1. "To & 个 条 件 ); 4 
这 些 条 件 满足 时 ， 它 的 唯一 解 由 (1..327 给 出 , 特别; COR 挛 不 是 奇 实 数 ， 这 个 解 还 可 写成 
(1.24) 的 形式 . 对 于 齐 次 方程 Kp= 上 0, SR 0 时 显然 只 有 零 解 ， 

1. 设 ASB DM, 只 要 把 Pay Bere, 就 可 得 类 似 钳 论 X《 当 然 不 存在 4 一 0 
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的 情况 ). 详细 说 明 从 略 . 
利用 本 节 结 果 , 立刻 可 得 (1. 1) 的 相 联 方程 的 一 系列 结果 ,只 要 注意 到 Noether 定理 
现在 仍 成 立 . 


$ ? 开口 曲线 与 间断 系数 情况 


1 一 般 情况 现 设 志 是 在 周期 带 形 S 中 带 有 若干 结 点 的 分 段 光滑 曲线 ， 它 由 个 光 
NER LL, AR, L 取 定 正 向 . 仍 设 各 L, 不 通过 二 十 ax 及 其 周期 合同 点 . 设 4， 
B,f € Ho OHRA BA, 这 里 我 们 还 容许 L 达到 S 的 边界 , 不 过 c 与 c 十 ax 要 看 作 同 
一 点 . 

Beye, 是 上 上 的 金 部 结 点 (包括 各 ;的 端点 以 及 4,B 的 间断 点 ). 对 于 特异 结 点 、 
PERERA Cc) 类 、 属 于 这 个 类 的 指标 等 可 与 通常 对 Cauchy 型 奇异 积分 方程 同样 
地 定义 . 例如 , REK AG = 1, n MAT AY § 78， 则 有 指标 


| k=— SA. (2.1) 
j=1 
这 时 间 题 (1. 4) ARARO: 
© XG) = H(z)e™®™, UB (2. 2) 
其 中 
H(z) = [[ tan Ž — tan 4y», > (2.3) 
j=i 4 4 
d . t—2z 
Te) = bax i| log Ga cot — dt. o (2. 4) 
现在 
tan 2 十 1 1 
Go= TT 4 exp {— 去 | log GG) a]- (—1)e = e^, — (2.5) 
7! [tan 2 — i anit 
a 
其 中 
-d. 2s 
,一 上 if Jog Ga) dt 十 各 De (2.6) 
v 
=T k. (2.7) 


以 后 的 讨论 完全 与 8 1 同 , EAS 1 中 的 结果 现在 全 都 成 立 , 所 不 同 的 只 是 , KEX) 
由 (2. 2)~ (2.4) RBH, x,v 由 (2.7),(2.6) 给 出 , 且 解 指 的 是 he,…,c,) 类 中 的 解 . 
在 [5] 中 曾 讨 论 过 本 节 中 的 问题 ,但 工 限定 在 实 轴 上 一 周期 段 的 若干 区 间 . 


2， 一 个 重要 的 特例 ， 如 L=ajb 是 连接 周期 带 形 S 左右 边界 上 二 合同 点 的 光滑 弧 段 : 
二 aj 十 ax， 且 设 它们 彼此 不 相交 OHR L TE aj; 处 的 切线 平行 ), 而 对 A,B, foo BOMBE 
仍 同 $1, BE a,b, 处 它们 各 自 有 相同 的 值 , 这 是 前 述 情况 的 一 个 特例 . 为 确定 起 见 , 设 所 


© 我 们 采用 [4] 中 的 记号 . 对 f(z) 的 要 求 还 可 减弱 ,类 似 于 [4] 的 § 102 附注 1 中 所 作 . 
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nao fF Qo N -e 


有 万 的 正 向 取 定 自 左 至 右 . | 
不 妨 设 所 有 L 都 在 坐标 原点 O 的 上 方 ( 图 2), 记 
带 形 S E L 的 下 侧 域 为 5S7 ， 上 侧 域 为 5}. 
这 个 特例 虽 是 本 节 前 述 情况 的 一 个 特例 ， 但 它 却 
S 8 1 讨论 的 情况 更 为 相似 ， 因 为 经 ww 一 tan 三 映射 
后 ,在 平面 上 的 像 是 包围 w=i 的 封闭 光滑 曲 
R. 现在 所 不 同 的 是 ;== 一 cci 属于 所 有 S; ,z 一 十 coi 
一 属于 所 有 5}. 注意 到 这 一 点 后 , 解法 就 与 8 1 类 似 了 . 
soo ABE pHi ELLA Sea Et, [6] 中 曾 讨 
本 文 所 讨论 的 函数 类 还 可 换 作 更 广泛 的 类 , 例如， 


l E [7] 中 讨论 Cauchy ME FEA 的 函数 类 
图 2 C ， 宽 全 可 用 到 这 里 来 . 


$ * x W 


路 见 可 ， 周 期 Riemann 边 值 问题 及 其 在 弹性 力学 中 的 应 用 .数学 学 报 ，1963,413:， 343—388. 
BERG. Hilbert 核 积 分 的 一 般 反 演 公式 : 武汉 大 学 学 报 (BRAM), 1963, CD: 39 一 65 


TaxoB 中 JJ. Kpaespie 3anaun, 2-oe maj. . PM, Mockwa, 1963 


Mycxenmusunu H H. CrnurymnpHble Vhrrerpaspunie Ypanuent, 2-oe MIN.» CM, Mockga, 1962 

Un6puxova Ji M. O pelueHuH llekoTOPBIX LIOJIHbIX CHIf y HDLIBIX. HHTeTDAZIDHbIX ypansuenni. Ya, gan. hasauck. yi- 
ta, 1962, 122: 905—124 

Haranesuy B Kk. Henaneüuse cunuryzüpube wurrerpambiinle -ypaBtetaa M nennneñnbie KpaeBble 3aladn TeopHH 
ananuruueckux byukuuü. Ya. sau. Kasauck. yu-Ta, 1952, 122: 155—190 

Xsejnemume B B. Jihefuble paspeibube  rpannuHble 3aJaud TeopHH. PYNKUMIT CHULYAHPIUble MHTerpasibiinle 


ypaBueunAn M DekOTOpble- 4X HpHztoxens. Toy Toun. Mares... Hera, 1956, 23: 3~158 


[ 原 载 于 数学 进展 ， 1965, 8 (2): 161~167.] . 
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推广 的 留 数 定理 及 其 应 用 


在 [1] 中 我 们 曾 引 进 高 阶 奇异 积分 和 推广 的 留 数 定理 ,并 作出 了 它 在 求解 茶 类 奇异 积 
分 方程 中 的 应 用 ， 这 里 我 们 指出 ， 与 通常 一 样 ， 也 可 用 这 推广 的 留 数 定理 来 计算 一 些 较 复 
杂 的 积分 ， 同 时 给 出 用 它 来 求解 一 类 奇异 积分 方程 组 的 直接 方法 . 


(一 ) .推广 的 留 数 定理 


PAPE EME HARE RHR, RAC INAH. 
RAs 平面 中 一 分 段 光滑 的 封闭 曲线 , 取 定 其 反 时 针 向 为 正 向 ,其 内 域 为 D. WE £0) 
€ HOD), BIO YE DP E28 n — 1 阶 的 导数 ,后 者 满足 强 Helider $4), JEUE 21. 
， 当 把 Hadamard 关于 实 轴 上 发 散 积 分 的 有 限 部 分 概念 ， 这 一 思想 运用 到 TEX, RAN 


f) 1 LL) | l 
[ d= c— 351], dr, :€ F. a.p 


r(r—t» r t—t 
其 中 右边 为 Cauchy 主 值 意义 下 的 积分 . 如 PC) A-BAK, CHET LETTE AN ERA 
超过 >， 则 可 定义 
f 
J r POA 


REE IPO 写成 最 简 分 式 的 和 并 认为 积分 运算 是 线性 的 . 
任 取 一 点 zo, ic zo AFT 的 绕 数 为 alzo), " | 


«Gom | 
于 是 当 zo € DH}, alo) 一 1; Fe ED=D+T i, az.) = 0; 而 当 zo EL Bt, alo) 
=, pO AD s AOA. 所 以 ， RN E DRILL A, Med = 7 
HAR oz) EXET ERA t ME D KARR, 且 可 写成 ， 
gz) = > Boyt Re: ce x0, 

其 中 aO 在 DD NT +t MESH, 而 在 万 AEE to BAGEL CR to 外 ) 连续 , A 
la (z)| =O Eu OS up «1 (z> t), (1. 3) 
则 称 oz) 关于 万 在 如 处 有 一 阶 极 点 ， 并 定义 留 数 为 res o) = ci 特别 ; 姐 px) 还 在 D 
At 附近 有 解析 性 ， 则 有 : 
| res gt) = lim ion ~ Ce — SG), a. 


P 


i. Carg(r — z422.. — 1.2) 
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MD An 阶 极点 留 数 的 定义 是 一 致 的 , 

我 们 有 下 面 的 

推广 的 留 数 定理 ” 设 f(z) 在 万 内 解析 ,在 万 上 有 极点 z1，…,zn( 其 中 有 些 可 能 在 本 
上 )， 此 外 则 在 DD 上 f(x MAT LARA RRA TAC. 3) 之 形 外 ， 处 处 连续 ， 则 


Hj sO = Dateres fG > a.5) 
证 ”由 假设 , 可 写 
N c E Z 
- ») = kl Ev. 
fe 2i G 一 + + (x — z: m) + folz), Dem 7 9, 


其 中 ny 为 极点 z 的 阶 数 , TESCO £D 上 已 死 极点 ， 其 它 性 质 网 C). ,所 以 , 由 (1.1) 立 
刻 知道 
zal. fiat = Syon: fi) 十 zi] ^ coat. 

18 d $t — RE RS. Cauchy emo RL, 第 一 章 引 理 2.3)， 上 式 右 边 积 分 为 零 ， 于 是 
(1. 5) 得 证 . 

注 ” 当 f(z) 在 D — (1. 5) "mm 

关于 推广 的 留 数 定理 (1. 50 式 可 作 如 下 的 解释 . 对 于 任意 一 点 *， 我 们 可 以 认为 有 
*e(z) A” ZED E, MAA“ 一 «GO TA” ERS. Hz eC Dea DH, 这 一 说 法 与 


通常 一 致 Yer et, MD 在 z 处 的 内 角 为 6， 我 们 认为 2 的 “让 个 点 " 在 万 上 ,而 
*",— 24-8" TED 的 补 域 上 我 们 把 留 数 res f(z) 也 分 做 两 部 分 , a(z)res f(z) 就 称 作 


f(z)“ 在 万 上 ”z 处 的 留 数 . ne 
一 切 极点 的 留 数 之 和 . 

如 对 于 万 上 的 一 亚 纯 函 数 的 零点 (极点 ) 的 个 数 也 作 类 似 理解 ， 即 Fe) 的 一 个 重 
( 阶 ) 零点 (极点 )z 就 认为 "在 万 上 ”占有 + al) 个 点 ， Ad rama PrXTA 
到 相应 的 推广 , 例如 , REDE, f(z) BEAR aan, RERAMA Ae Aus 又 有 极点 
bise ,bs， 其 阶 数 分 别 为 上 ,入 ， 则 由 推广 的 留 数 定理 (1. 5)， 可 得 


à M = Aa) 一 2/0). (1. 6) 
这 时 ，(1.6) ARR. 左边 的 积分 等 于 FKz) 在 万 上 ”零点 占有 的 个 数 与 极点 占有 的 个 数 


之 差 ， 这 就 和 熟知 的 结果 得 到 了 统一 的 叙述 
CO ”应 用 于 计算 积分 “ 


推广 的 留 数 定理 ， 可 以 用 来 计算 一 些 复杂 的 积分 。 下 面 我 们 只 举 一 个 重要 的 例子 来 加 
以 说 明 ， 我 们 来 计算 ^ 
n= | sy dr (n= 1,2,.). (2.1) 
首先 我 们 来 考虑 
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ett 
n Sdz (0, (2. 2) 
其 中 工 为 以 原点 为 中 心 、 以 R 为 半径 的 圆 盘 的 上 半 个 的 边界 . 由 (1.5) 知 ,以 上 积分 等 于 
' 1 1 e^ — Ti n—i 
| ORT Te a G-DI. 
但 这 时 通常 的 Jordan 引 理 成 立 , KER >+ co 时 , 可 得 
Te e^ —— x xi” nb 
[. z 7 m1)! , 
左边 事实 上 就 是 Hadamard 的 积分 有 限 部 分 ( 主 值 意义 下 ,下 同 )， 由 此 立刻 知道 ， 
+ cos cos 2hz _ n QR)" 
[TT de = C Du eT (2.3) 
to sin(2k + De,  , avn (2A + D* 
| e dr C DR aw 


但 是 , RAE 


sin2nz = Z (or + 2M (— 1)'CE cos 2kx), 


sinte = l3 C. CRY sin(2k + Da, 
k=0 i 
所 以 由 (2.3),(2.4) 立刻 可 得 


+e sin _ an NEN" (25)?! 
Nu P E DC n — D 1 
n | B 
— — nok ann 
e AOTP GB IG Fh! 
V (Qn — or) 1 
Z r! (2n =r)! 1 
+% Sin2n+1 (2k + 1)” ` 
O Ont Day, a (k+ 1)” 
BENE Si DU a-b mrkt! 
O Cnt, Qe Qn-—2r4 D* 
UU UO Ger ep 


二 式 可 以 统一 成 一 个 式 子 : 
Hj (4 _ ry 
r = syd =e D 《一 D'AALMAT (2. 5) 
用 推广 的 留 数 定理 , 也 可 对 一 些 发 散 积分 在 有 限 部 分 意义 下 互相 换算 , 例如 在 (2. 2 
把 Ps 理解 为 前 述 圆 盘 在 第 一 象限 的 边界 ， 就 可 进行 这 种 换算 ， 这 里 从 略 . 


(=) ”应 用 于 求解 奇异 积分 方程 组 


我 们 将 应 用 推广 的 留 数 定理 ， 来 求解 一 类 具 解 析 的 系数 和 核 密度 的 奇异 积分 方程 组 ,也 
就 是 把 L1],[7] 中 的 工作 ， 推 广 到 更 一 般 的 情形 . 
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设 要 求解 奇异 积分 方程 组 
a(t)eQ) + KOD rdr = fü), tEL, BD 


其 中 工 为 一 光滑 封闭 曲线 , 围 成 区 域 DD; alz), K, DENN Xx N MER, alz) 的 各 


1f 5 KG, Kc) 


分 量 在 DD 内 全 纯 , HED LES, KG, D 的 元 当 # EE Dit: € DSH, 当 z € DD 时 对 YE 


万 全 纯 , 它们 也 都 在 万 上 连续 ; 此 外 并 设 所 涉及 的 函数 当 变 元 在 工 上 变动 时 (包括 已 知 函 数 
fI)» 在 内 ) 都 有 足够 高 阶 的 € H (Holder 条 件 ) 的 导数 , SR SÉ pa) EH. 
4 b(z) = K(z,z), FER . 
SG) = alz) + 6(@z), DG) = alz) — bG), 
Mi det S(z) 在 D RARA, ,an, PEL EAE nis Ontos 它们 的 重 数 依次 为 丸 ,…， 
An+ps det DG) TED WA BR Bio Bus TEL EB ER Braet Barger 它们 的 重 数 依次 为 1， 
sings 这 里 入 ,1 都 是 正 整数 , Ha 天 B)， 我 们 并 采用 下 列 记号 ， 
det S(z) = (z — a)^S,(z), Sil) 50, k=lre,mt p 
det D(z) = (x — B)%Dj(z), DB) #0, fH lentes 
S(z) = S*(z)/det S(z), D(z) = D" (xz) /det D(z), 
其 中 SS" (z),D* G) 分 别 为 SCz),DCz) 的 伴随 矩阵 . 
用 [7] 中 类 似 的 方法 , > 


Pe) = lf KT) 


2riJ rr 一 >z 

于 是 由 Plemelj 公式 , 代 人 (3.1), 可 得 
eG) = D HSE) —2* (02. (3. 3) 

为 要 o) EL LARS, DAM AR f 
CD* G)f (0) IP= 20D" (ODE (03555, 
r-—0,1,:.uj—1, gentl, nt. (3. 4) 
以 (3.3) RAG. 2), 根据 推广 的 留 数 定理 (对 向 量 函 数 而 言 )， 得 

2210 Ke DD IOS 


2n ijz T—z 


— 25 res (EDDC) et e ; | 


Tz 


一 一 一 PCr)dr， (3. 2) 


Plz) 一 一 26(z)D7"(z) Pz) 


j=l 
ntg 


-5 res [E (zt) D7 (0) eoo 


Tz 


j 


j=n+1 


化 简 后 ， 可 得 | 
.Bz) = DG)S-( j| 


2xi T—z 


ul” K(,0D- fO. 


$ _K,t)D* OP) 
— 25! res(7 — z)(r — B)^D;G) =, 
— S3 a ( EER OO ) 
Ia BONG = 2) (t = BD) =f, ) 
如 记 NE 


sb s 


suom Fe 


? tat 


m-—-——7 
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_ 1 957 KOD’ (0) 
Br = LY —r—D1 eG — Dj) ] 
r-—0,0,7558—1i j= lren tg, (3. 5) 
并 令 | 
Cy = PCBs r—-0,1, — 1; joleum 
则 上 式 可 写成 
1 
D) = D(z)S- colis DP (COD dr 
nij, T—z 
n Bj n4q "j^ 1 
-2:5 S B.C, = 15 SOL Gi G5 


j=1 r=0 2,4, r 一 0 


其 中 最 后 一 项 是 这 样 得 来 的 : 4j n 时 ， 
es( K(z,t)D* (r) $*() vy: 
(cr — z)(c— BDDC) r=2, 


只 牵涉 到 D* (c) Ot (C) Her = B; 处 直到 yi 一 1 阶 的 导数 , 而 由 (3.4)， tsip (0) f CO 在 
t — p; Shea Sa IR. 

HEP) 确实 是 (3. D 的 解 (oo ic. 5 取 边 值 代入 (3. 2) 而 得 ) ,以 下 三 个 要 求 应 该 
WE 

1° m. =b; Gj = Lm RAG. 6) 及 其 直到 4j 一 1 阶 导 数 时 ， PDI 

2 在 (3.6) PO2> BED, jH=nt+ lyn tq) 时 ， 必须 你 证 (3. 4) 成 立 ; 

3 (3.6) 右边 必须 确实 是 D 内 的 全 纯 函 数 , HAD EE HH. 

为 使 1° WE, 以 z = b <n) 代入 (3.6) 及 其 直到 一 1 阶 导数 ,可 得 
(PES OKEn) 

=å; 


E t—z 


C, = De) fr)dr 


-25 Ss DDoS- SOBEE B 


j=] r=0 
p Ai 一 1 
_ DOPE -CDCe)S- 1(z)B;(z)). -af CBD), 
P= Oslses 4; 1; 1 = leon n. (3. 7) 


不 过 右边 第 二 项 的 各 式 中 ; = /的 那 一 项 , 由 于 Bj(z) Ee = 处 可 能 出 现 极 点 , 这 时 = 一 
Pi 要 理解 为 = > p, 而 如 这 一 极限 为 oo 时 , 就 应 要 求 C; 的 相应 元 为 零 . 

为 要 讨论 要 求 :2?， 首先 注意 (3. 6) 中 的 积分 
ail, KG,0D Of. ib) K(z, Dr" or 


2x1 T—z 2ni (= EDUC 2) 
其 中 
DS OOS 1 
(r— B)p^(r—z) (paz) (2 — Bie ep) 


1 
~ @— Pp) — Bj (2 — BD — Bp 
于 是 63. 6) 可 改写 为 - rae as 
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1f Kee, DD wf) 
D'G)6G) = Di(z)S- hl, GO I x 
1 1 z — B  — BO Mae 


r—z t—f, G= ^ 7 (t — Bj" 
n ^-l 


— 2( — B)D;G)3 ! () > $1 B.G)C, 
x=] r=0 


ntg A7 71 
- lp, DSa) 2) 2) G — BO^B,GOf ? (B). 
vent} r=0 
D*O, = FS BRB ID BF (B) 
"EE NIME 


ID, dE DX lime -gy By) e fOD. (3.8) 


但 由 于 
lim (z — BO^B,() . 


1 avt (KEDD 5 

rin —r-D.! 2*5 Dr)( — 22 rab; 

cet EERO} . (25 1) 
=D? D;{t) rep, SOT? T — x^g 


= lim(z — 8,5 
eB; n 


一 lime — 8)” 


ppp" (8) 
DEB) ` 


以 此 代入 (3. 8), 所 以 


6 


D'(Bp a (BD: = S" Bob (BSB). ioo ons 
因此 , 要 求 2° MBER TAMIL, 
(257 (8)5(8) 一 EJD' (BDS = 0, jondXl,n-44, (3. 9) 


其 中 已 为 N 阶 单位 年 阵 00 
现在 再 来 看 要 求 3 p b Dm Hd, BR OC) 在 z =a Oa, 由 (3.6)， 就 是 要 求 
45) $i X CDG)S* (z)B; (253, "Een 
j=1 r=0 
ntq Uj^ ` 
try i 
+33 dz EDS DB, G1... - fe (got | 
B DGOS* G)K (er) 
EET ES T—EC ) DO cof codes. 

KETAR —1; be deem.” f (3. 10) 


“komt, 为 要 保证 B(z) 在 z = 处 连续 ， 就 应 要 求 
P L hi,’ K(z,7)D7 T 
Sa (2) ani T—z 


n Pj ntg "^ 


—.25) Ss, (2C; -73 Ly SBOE, j 


7 一 1 r=0 一 ?十 1 r= 


Hz alk > m) 时 至 少 要 有 A 阶 零点 ， 亦 即 要 求 在 z = o, 处 上 式 及 其 家 到 一 1 HSK 


—P,- 
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都 等 于 零 . 由 于 Dia) AEE, Sia) 40. 所 以 上 述 要 求 又 可 写 为 
d^ K(z,0D^! ) 
{s (gif, (2,7) (Df dr 


dz^ 7 一 之 
n jo} ntg 4j7} 7 
— 25) 2, Bj G)C, — i 224 2484 Of B J), =0, 
j=1: e el jEndlre0 =a, 
0 = Obr "say cl kam tl som + p. : (3.11) 


条 件 (3. 9) 成 立 以 及 (3 7),(.10),(3.1D 相 容 就 是 方程 组 (3.0 可 解 的 条 件 (条 件 的 
充分 性 证 明 以 及 下 闸 yt) YEL 上 € HEB, 与 [1] ORL, BUD, 当 这 些 条 件 满足 
时 ,方程 组 (3. 1) 的 解 可 在 (3. 6) 中 令 z->1 求 极限 后 代入 (3. 3) TRE, 经 化 简 后 , 最 后 得 
(3.1) 的 解 
1; KG, DUES O jr 


«o = S71 fa D7 OFO 一 


Til T-—í 
n "j^ ntg "j^ 
+43) 3/7 (OC, 十 >) $B, FB) | (0 (12 
j=l r=0 . j=n 二 1 r=0 . 


这 里 Cr 就 是 由 (3. D, (3.10) ,(3. 11) 求 得 的 一 般 解 组 . ， 
这 样 ， 就 完全 解决 了 方程 组 (3 DIRECTS. : 


$ * x M 
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haunnebp, 1973 | (5 
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7 路 见 可 .奇异 积分 方程 的 直接 解法 1)， 武 汉 大 学 学 报 ，1975，(4) :44 一 57 


[ 原 载 于 武汉 大 学 学 报 〔 自 然 科学 版 )，1979，(3); 1~10. ] 
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ON SINGULAR INTEGRALS WITH 
SINGULARITIES OF HIGH FRACTIONAL 
ORDER-AND THEIR APPLICATIONS 


$ 1 Introduction ` 


Singular integrals of high order in complex integration were first introduced in [1] 
and investigated in [2,3,4]. Using this concept , the classical residue theorem Wias exténd- 
ed to such cases and was applied to solvitig certain class of singülar integral equations. B4 
All these discussions were restricted to integrals with singularities of integral order. Here 
we study the more general case when the orders of singularities appeared may be fraction- 
al. A suitable definition'of such kind of singular integrals is 'givén and' the residue theorem 
is generalized further. l 

Using these, we solve directly the following type of singular integral equations: 


ubt Eco t) 


Kec agio + Ef BGO gee = fO, 6€L, an 


where L is a closed smooth contour in the complex plane which bounds a finite region D, 
and a(z), K(z,¢) possess certain properties of analyticity in D. There are a series of 
works about (1.1), either for normal dase,U79 i.e. , a( £6) 340 dn L where b(t) = 
K(t,t), or for non-normal case. [49] Having made the above extensions, we consider in 
this paper the case when a(t) Eb) may have zero- points of fractional order on L and ob- 
tain an effective method of solution of (1,1). 

Applying the obtained results, we also solve the following Riemann boundary value 
problem of non-normal type: 

E (0 = GB (0D T g(D, tel, (1.2) 
where G(t) may have zero-points and “poles” of fractional order on L. This problem was 
first solved in [10] Cor, cf. [11]). But by the method used here, we obtain explicit forms 
both for the general solution of (1. 2) and for the conditions of its solvability so that it 


would be very convenient in practice. 


$2 Singular Integrals of Fractional Order 


The concept of singular integrals of high order is actually an extension of that of the 
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finite part of divergent integrals originated by Hadamard in the real domain. F? In complex 
integration, let L=ab be a smooth arc oriented from a to b. We have the following defini- 
tion in [1]: 

Definition 1. Let n be a positive integer. We define 


é 


foe -1 paio ol ANC 01 fa) ff) | 

J, Gaye ar), eae dnt D aco» (fe. doc). QD 
provided that FOECH, (i.e. ， qo. (t) satisfying Hólder condition H), and f (2) #0. 
If L is closed, i.e. a=b, then (2.1) reduces to 
|. feos fF f?(0 

; . ， d. (T — aD ne mide rr? (2. 2) 

Note that, for any c CANEL, i EMEN 

_ Fr), _ f(z), f(r) 2E 

d. (r — prier ~ I (r — M 十 I (c 一 nU | (2. 3) 


since it is easy to verify that the right-hand member of (2.3) is ; actually independent of : c. 
We may extend Definition 1 to integrals with singularity of fractional order as fol- 
lows. 


Definition 2. Let » bea positive integer and 0<a<l. We define 


Í, |f). I) ir 1 al, f?) 
(r—1)"** (n4-a—1):- Gyi el | 
n—i ` 
1 JP)... JO 
+) Qa barry totes Lem). (2. 4) 
provided that SOEH, f(t) 40. . 
If L is closed, then (2. 4) reduces to | 
(n) 
fO) ro LO cr) L Oa (2. 5) 


LC — 077^ @ Fa 1) al, — 0 

Note that, in this definition, when «<1, (r—2)*is understood as a definite branch of 
the function when the plane is cut by a line joined from ¢ to the point at infipity.not inter- 
secting L else where (hence the line is exterior to D when L is closed). 

We also note that (2. 3) remains valid in this case for the same reason. 

Now we extend definition 2 further. : 

Definition 3. Let ¢,,... ,t, be different (inner) points of L, ordered in its positive di- 
rection. By choosing an arbitrary point c; interior to each arc t(j = d. e. ,p—1), we 


define (co=a, c, by 
P 
A0 og AoD . 
NE /AD gr = > | 和 ~ dr (2. 6) 
IIc — eps Hl > peo» "j 
i=l i 


where n;=0 is an integer and 0<7;<1, provided that Fe 也， n-max nj. 


n 
If we decompose 1/H (£) = TI GŒ — tj)" into partial fractions: 


l _ »» 5 i MEE (2. 7) 
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formally we have 


/Dd vv fdr O | 
J, Ile _, »" 一 2, Dol, Ic) — 7’ (2. 8) 


where II;(:) = =|] (r—c,)*, in which the integrals under summation are well defined by 
Ej- ! 
(2. 6). We point out that (2. 8) is actually true. In fact, the definition given in (2, 4) is 


equivalent to 


Sf r)dt_ 一 all B, 
L 《Cr 一 上 "+ Tim ]; ul > Fay EE , (2.9) 


where z’ and /" are the two points cut on L with a distance € from and in different sides of 
t, while A,, B, are certain definite bounded quantities which make the limit involved ex- 
ists. In (2. 6), the situation is similar. Such "divergent parts" to be subtracted in (2. 6) 
could not be changed when the > integrand is subjected to arithmetic opérations and it fol- 
lows (2. 8). 

We shall need some auxiliary results for closed L. 

Lemma 1. If PUE c€ L, 0<Y<1, then in the vicinity of c, 


. gode RO 1 
P@) = zx], , (t 一 e z) (e-—cy + ol |z - 一 Le O7 € D; a. 10) 
where eis an arbitrary small positive number. 
Proof. Taking another point a on L, we decompose L into L,,L4, where L, is the 
oriented arc from c to a and Ly i$ the other one from a to c. According to [1 3], we e have 
L j. = -£e og ol 二 | l 
2ni üs sin Yn (x—c) |z—e|7*-* 


Alf =e eW 1. |. 
2xi nho 2i sin Yr Geer tO ize » 


Adding together ; we oBtain ‘2. 10). ` 
Corollary. With notations as in Lemma 1, We have 


十 "qc p) 1 os 、 ， H 
2 8076-2 j +ol [二 a 2 20s QD 
1 oleae 1 €*. ol 20] , 
zi. 2, C —c)y(r— 0 2 G — ey + je— qu . (2. 12) 


We then have the following 
Lemma 2. if f(0€H,, c€ Land 0<7<1, then, in the vicinity of c, 


支 | fodr _ f@O , fo |. 
21i]; =e) T G—z) (z—cYtt 5 (z—cyrtr 
f? (c) 1 
A +o] jz— T zE&D. (2. 13) 
Proof. Let l 
(n= 1) 
Jo feto FEO Gg y 
QUIE DT 
gr) = Gey" , ， 


+f, t=c, 
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so that (0D € H. Then, we may rewrite 


Al, fdr . BCr)dr . NT | dr 
2rijr (r—c)""' (r—z) 7A L(r—e)(r—z) ` 2ri Jn (r—c)"" (z—2z) 
f G) dr . 
zs, (r— og zt 
FMC) 1. dr 
(Cimi 11. zi. (co (cz)! (2. 14) 
here, we tacitly assume an identity 
_ ary, SEP CP) Pe) ( yn) i 
[— POCO Gai) 079 — gdr "m 
L 20s (r—eY t (rz) L(r—cy(c—z)' ) 


where the right-hand member is an ordinary improper integral. This is actually valid by 
the following Lemma 3. 
Applying Lemma 1 and the equality 
A, dr . 2. 1. 
Qn}, (r—c) (r—z) (z—c»* 


we obtain (2. 13). (2.16) follows directi y from the extended residue theorem in § 3. 


z@D,' p:fractional; ` ^(2.16) 


Lemma 3. Let SOEH, on L=ab, cis an inner point on L, 0<a<land f(c)— 
fCy=e =f" (c)=0, then 


f(r) dc 2h 


YD. 
r E= ey Go 


Gc) (2.17) 


where vo-de Jy (5c) and vG)- 2- f"). 


Proof. Note that, in (2. 9), the A,’s and B,’ s in fact are linear combinations of 
fO»... fe "UO with coefficients independent of. fn Hence, i in our case G=c), A= 
B,—0 (r=0, le ,.»n—1) by supposition. That is, the left- hand integral i in (2. 17) is ac- 
tually an ordinary convergent improper integral (a<1) or an integral of Cauchy type (a= 
D. | | 
When we apply this lemma to prove (2.15), f(t) is replaced by 


—f(cy-—— fec) — n=] 
KONIG Gop tn) 
t—z i 


$3 Extension of the Residue Theorem 


The classical residue theorem has been generalized in [3,4] to analytic functions with 
“poles” of integral order on the boyndary of a region. Now we extend it further to the case 
when the integrand may have “poles” of fractional order on it. 

In the sequel, L denotes.a closed smooth contour which bounds a finite region D. we 
have 


Theorem. Let g(z)be a function analytis,in D with singularities,. zy... zw. Sup- 
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pose (z) may be extended continuously to L except some’ points ti,... ,ty on Ls 
where the function has a "pole" of order rj (rjmay be fractional Jat tj.i.e. in the vicin- 
ity of tjs 


He) =, pA) #0, zED, r>0, j=l... N. 


. N . 
Moreover, we assume f(t)= H G—1)*«D€H,, r=max r; Then 


2x zx], edi = $e ga) 十 二 2 2 tes gt), (3.1) 


k=) 


where 2i denotes summation with respect to those j's which correspond integral rj 's, 


while the residue of fat tj, as usual, is given by 
1 dv d? 
(r;— D! de»! N 


Proof. Obviously, itis sufficient to prove this theorem when P(z) has no singulari- 


res (1)) = d gD — Yeon, so s. 3.2) 


ties in D. 
Let rnit Oc; <l n= [ri] “As in (2. 8)， we have 


E gode = 5X jet t (3. 3) 


j=1 r=] 


Pd. 


where 


B Food: 
lr = zi T, (rT) (ri ) 


(3. 4) 


For a fixed 7, we take a small arc ab on L including tjin its interior but not containing 
any other z}. If we surround each hi x j) with a sufficiently small circular arc D, in D and 
replace each arc Y,cut by Don L by Drs then, by denoting the obtained contour by L’, it 


is readily seen that 
T |ocifKendr s 0 0 
I, = zal. ; H(tr) — t; Ht 


r= = AG, PA 


since, by (3. 4), 


and 
m ~ n 
on account of Í =). DELE ur ot 
YD, 
If 0c ;«l, then, by (2.5), | | 
1 - 去 上 ‘de’ Io) E i 
GAY — Deel; mije Ga 07 a 


since the integrand is holombrphic in D and has only'a singularity of order less than unity 
on L. 


If ¥;=0, then, by the generalized residue theorem provediin [4], 


disp t boo 


row 
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1 . f 
T= 2 res ro ay) 


But it js evident that e 
( f(t) ) 
Tes H(t) (t —1)Y i 
therefore, for each j where Y,—0, 
na 
f(t) 
res qXr;) — X Menem cuyo). . E Sel jns 
=} r=1 t 


Hence, 


A; gd 一 i > resplt;). 


Remark.. This theorem is also valid " multi- connected ‘region D. Moreover, if the 
boundary of D consists of arc-wise smooth contours’, the theorem remains true with the 


modification that, the last summation in ^ 1X should be repláced.by : 


i “Fires At;) 
where 6; is the internal: anglevof D at tj (cf. [4]).., 


$4 Application to Solving Singular Integral Equations 
Now we discuss a direct method of solution for equation (1.1), given a(z) holomor- 
phic in D and € H on D, K(z,0) holomorphic in DX D and € H on DX D. Denote b(2 = 
K (t,t). Let a(z) 6) have zeros a,...,¢, in D with multiplicities Àj,. .. sA» respec- 
tively and amti»... s@m+p on L with multiplicities Ani ^ Amtp respectively, where A, (k 
>m) is not necessarily integral. Denote 
a(z)+b€z) — G—a) 8S, (2) 5 Sa) #0, z€D,! 
where S,() is supposed to be sufficiently smooth on L. Similarly, let'a(z) —5(z) have ze- 
ros fis... ,Bs in D with multiplicities 43. . 44 respectively and Brits... ,Go on L with 
multiplicities 744115. .. » 4444 respectively, where jj (j2»n) may be fractional. Denote 
alz)—b(2) = (2— BP4D Cz), DCB), zED, 
where D;(¢) is supposed to be sufficiently smooth on L. For simplicity, we assume a, fj;. 
We also assume f(t) to be sufficiently smooth on L and the required solution g(t) to be 
continuous and hence € H on L. i s 
Using the method originated in [7] and developed in [3], we define 


,$G»-— 1 zal, EGO 


Oni ndr, z€D, - os (4. 1) 
so that ^ E n 

| £O) —29* (0 
HO = Oba) ^ 


We introduce a symbol {r} denoting the greatest integer less than r. In order to guar- 


(4.2) 
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antee the continuity of g(t), we ought to require 
FO BI=2G7 (8), rz0,1,... (uj), jn. (4. 3) 
Substituting (4. 2) into (4. 1) and noting (4. 3), we have, by the 'exténded'residue 


theorem in $3, 


£d 


ac) = $6266 [1 K,O f dr 
zT alz)+b(z) 2m]: (aC bOI) | SA bea et 
a Hj 
-25) YB dip- FD Soa fd js (4. 4) 
M j=] r=0.: ja r=0 
where m" 
nod LL. 9t motel. 
Bro T Gar) acti AD) ( 2) -— (4.5) 


Using similar reasoning ias in-L 3], we know that (1. 1) is- solgablesif and only if the 
following three. ¢onditions are fulfilled: : 54... . ey Coam$ cts 

1* There shouldinot happen any contradiction whem we.put:z s fj; GKn) i in d. 4) 
and its derivatives up to order 4;—1; E 

2* The boundary values of (4. 4) and its derivatives should satisfy (4. 3); 

3° @(z) in (4. 4) is actually holomorphic in D and € H’on'D. 

Condition 1° is fulfilled automatically, which may be proved as in [5]. We show that 
condition’ 2° 18’ also: fulfilled’ ‘automatically. We prove (4: 3 Kl Gack! Mn) and omit 
subscript j for the time being. By (4. 4), we need only prove 


ORTON, 一 0， w UM. NM koc e ^ it | (4. 6) 
where DE . "n " 
y(z-2020— 1 1 Ln ae, 
a(z)+b(z) 2rij Cale) — br) (fsz) B 
If Ap is an integer, the method of proof is the same as that in, [3]. We assume /一 5 十 》， 


where 5 一 [四 ，0<7Y<1，Rewrite 


ao 一 bG) ON SIG Tn ega nS 
vG)- MiG + a(z) bz y Patz) | | mE (4.7) 


where 


votes b) biz) NS 


a (z) F(z) Pri J x Ca (c) —50)) GTa? 


1 Koz.) f) 
o 二 | Dic Byrd » 0 ok 4 dod DONEO SEE 
天 CD 一 KG,0-— KG) eH b. 


tz 
W,(z) is holomorphic in D and ‘may be exténded continuously tö L so that the second term 
in the right-hand member of (4. 7) has zero derivatives up to order s when z >£. Thus, in 


order to prove (4.6), it is sufficient to prove 


QUID TID, rm Odes aq 00 


POET! c6 D Gorse MEG] 


cer, LL 


Beaks 
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By (4.7), we have 


aed they (, = 人 一 | F(r)dr : (4.8) 
a(z)—b(z) | 2ni L Dr) @—BY (c—zY i 


The left-hand member of (4. 8) may be rewritten as 
(z— DA. A (2) +2F (z2)/D@), 


while its right-hand member by Lemma 2 equals 


FE) ,+ o). p+ + - 


it 


Do»... DG». DG» -— s! 
Therefore " ' v i oo Um on i 
V, (z) (Cr)》 E f») (r) 
ae) (£92) 0,1, 


a SD@)P C 0 0m nt s gel 
which follows (4. 6)’. ys | | 


We turn to condition 3°. For z—a, (k<m), similar to [3], we/sHould require 


BEAR ML des Y, E Bio". 


j=1 r=0 jn r=0 
S00, 1;. odi ly RET ene 97h» (4. 9) 
where 
" Jo a r KE,T) . o 0 88 
K; GT i Klen : ] ISi». tt om HU Toda Fi. 
Since 4 d 1 ' 
öta=} b@) ft) Os CO iil OKG.OfQG) _ oss 
2 AC THAO - àCD 7-50) 127i) r Cae 0) (rt) ee 
-15 SKO ty SBOE, >}, 
. f=1 r=0 2c r=0 
and ath ot G) should have a zero-point of order (4,] --1 at =a, (k>m), we must 
require . i "E 
a By 1 ] 
" _fF oFG) 3 | 1 f(r) Kt, p 
24 DES cer (DE 42 re re Nu 


一 1 ， NT 
— M Saree FCB) ， 
ja r=0 
s=0,...,{A}; k=m+1,...,m+p. (4:10) 
(4. 9) and (4. 10) constitute a system of linear equations in cp, the consistency of which is 
the necessary and sufficient condition for the solvability of (1.1). When this is satisfied, 


its s general solution is 


ot) = att) f(t) * EN 24 — KenDfG) jr 
~ a? (0 —b 0) SERIO) mi}, Ca(r) —()J(7—20) 
n jl 
— _ (r) 
Hre DEL Oot EB, (B)), (4.11) 


where {cy} is the general system of solutions of (4. 9) and (4. 10). eo ur 
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Remark 1. If we allow pC) € H* (cf. [13]) at r=a, (k>m), ives, it may have a 
singularity at a, of order less than unity, the above discussions remain.effective with the 
only modification that (A4) in (4. 10) should be replaced by {A}—1. 

Remark 2. If, in (1.1), JOCH" » for instances’ ' an iu 


feo L'O 


I] e—* 


where n is sufficiently. large, the above discussions remain effective toos of course the re- 


, «€L (ha, Bp». occ, F (WEH,, 


quired solution should also be sought in the same class H*. In fact, Theorem i in § 3 re- 
mains valid in such case. EE 

Remark 3. If a(t) XE5G) have coincident zeros, similar discussions may be made by 
using the method given in [9]. This method is also effective even if (1. ]) is a system of 


equations, of dimension, AN 7 1. Mose sud Sod 


-§ 5. Method of Solution fora Class of Riemann _ 
Boundary Value Problems of Non-normal Type 


Now we apply above results to solve the following Riemann boundary value problem: 
Find a sectionally holomorphic function @(z) satisfying’ the boundary condition 


M, G) 
H, Ct) 


where GG) E'H, £0 on L, gG).is sufficiently smooth and 


PtU) = Gu Few, tEL, Ploo)= 0， (5.1) 


Inc) - ]T aa^, a,€ L, A0, 
"E ^m; 20.2) 
Ilj)— Il «85^ > BEL, pj Oy ， 
jel 


where A, and y; may be fractional in general. (t — a,)* and (t— ;)" are certain fixed 
branches as stated i in $.2.. We assume 
“OED (=D). 


Denote 7—1Ind; GG). We have the canonical factorization 


GOXO E)r (5. 3) 
Where 
7 , , 
X(e)=exo [3 il, lo ear}. (5. 4) 
Put B 
VG)-—P$G)/XG), go =g 0)/ XTE). (5.5) 
Then (5. 1) becomes 
. IG) 
SY t0) 
WoO= Ic» oy ()+go(t), 7 t€ L. (5. 6) 


Since V(oo) —0, we may assume >; ad E ei . ; 
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Vlz)= zal. f mar x€L. 5 0 (5.7) 
271 一 之 E 
By Plemelj's formula, (5. 6) is equivalent to singular integral equation 
1l IG), IG), (tT), . 
Utror otz l-r al, PO deg) (€ L. (5.8) 


Consider the following different cases; 


1* $20. (5. 8) may-be wtitten as 


ZO OPI Hy na mor) ij £e. e IEL. (5.9) 


where | D 

UC aO-H One. — 7777 7 77 769 

(5. 9) is an equation of the type discussed i in $4, where, KD and 7 7 
a FE) IG). aQ) 7b) IL(OP. m — (5.1D 


By " 10) , the condition of solvability of (5. 9) is the consistency of the system ， 
771 (s) 
DK? a= (ACHE) 十 上 | —n(— ED, E 


r=0 E a(t) —b@) tay xi L a(t) bet) | E Tt 
pi—1 
-> DBP (DP, 5 
TEQC ey Si 4 tle ; ue i 4 
| (5.12) 
where 7 E 
1 ， 35713 b) EE m 
BD TT Ax ea LOC Tess Guam 
in which 
= il Hj 7 — b(t) 
DD -ello-go^-emgo. Ke) = 2( 2 . 
r=0 


Substituting (5.11) into (5.13) and notifying’ the property of Il; (1) at r=a,, we have 


wy ll amm eli » JEU 
Bg (oo 一 了 2 AU ven ED ma? (5.14) 
L a, navi, B " 
K= 2. a 
where 
r, —p 
Ro) = POLO, (5. 15) 
so that et 
Re? (a) 5 — GU) I, 
Denote C --4- > Using &5. 10) and (5. 5), (5. 12) is transferred to 


7-1 - 
27—r—] G -一 zal H(t) g(r) a PIT (1) 
5 Ce I(t) ag «Cr 2xi]L eH (cr) Xt (cr) ae (: tt ] dr 


r=Q 
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(ry 
12 DE CERTI, l $70,... s (A)}, k=ls... sP, 


É (5.16) 
where Bf? (a,) is given by (5. 14). When (5. 16) is consistent, the general solution of 


(5.9) is 


y= DOHEEM) ga) AORN AOE Hg "T" 
xa — X*Q(Q) — 2H,Q) mij, DZ 二 


Sq 7-1 Y E NN, En IB; (t) W Wo 
tiD LORO*gg M » BÁO EE ] (5. 17) 


where K,() and B,-(t) are given by (5. 15) and (5. 13) respectively, and C, is the general 
system of solutions of (5. 16). | 

After obtaining MOF we get the general solution of (5.1) by (5. 7) and (5. 5). 

2° 9-1. The left-hand member of (5: 16) i is zero in this case, so that the conditions 
of solvability become i UU S 

- (r) 
i), ESED FEL) a+ DE aro M 
5 一 0，1， OD k—1,...5p. (5.18) 

When they are satisfied the general solution of (5. 9) is again given by (5. 17) (with 7 一 
0) and the solution of (5. 1) may be obtained through (5. 7) and (5.5). 


3° 75«:0. In this case (5. 8) may be rewritten as 
LUMOBO Tato -Ohf 98-4. EL, 


(5. 19) 
where ， 
^m » od 
s ' aD EJON g(t). EM | 0. (5. 20) 
Thus, we > have (KG tT) —bG)). | 
at) bE O, aba). l (5.21) 


The conditions of solvability of (5. 19) is reduced to 


Lf TEOD X (LO) ISS po o (ZO)? Lo, 
z=0 j r=0 


MXH) 2e XIE) “ena, : 
5 一 0,1，. ..， 一 7 一 1， (5. 22) 
where 
O 1 26777 ret) Te) 
B= As r— DI aL 2I, (Tr—z) Js 
and hence 
G) 1 anm (L U) Un 
By (0)— Uie (r—2)7 r=; 


-7 r!(uj—r—1) aT a 


(5. 22) then may be simplified to 
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2f C IO oa 
zl. OX E Tzar 


-5 5E 1 E ] m )^ CD's 
~ r!Cg —r—1)! I, ; aen] r= xt Ct) M 
5—0,1,...,—4— 1. (5. 23) 
When (5. 23) is satisfied, equation (5. 8) has the unique solution UV 
wat HO) HG (0— 1 1 Heth 3M Cog 
PO= OX) € 7 FIG m WX ted) 


+O X S B,G octo Hen go) 2 (5. 24) 
After getting Y(t), we may obtain d(z) as above. | mn v | 
The results are rather simple when An and may be expressed a as s follows ; 
1° 7320. (5.1) has the general solution. ， v i 
2, (2)X(z) 1 " Ig) dr ,ILG)XG) 2 $e rents, 


Hi) o 2x. POX CÓ z+ HG) 
D(z) = when z€ D*; (5. 25) 
XGo[ Mga AA cri - 
oni | TH, (t)X* (0) r 一 MC Cx 7. whenz€D', | 
where Cos... Cra. are constants satisfying the following system of f equations: 
To m Rl R : 
rie od Lf Ogi dt 
ya C= Bx], PUCK? (D ca LOT (5. 26) 


if the latter is consistent; othérwise, (5, L) is. unsolvable.: 
Hence, if p<, (5.1) is solvable and there are 9— p arbitrary constants in the general 
solution; if =p, (5. 1) has a unique solutions if. p>, there are p—7 conditions of solva- 
bility and (5. 1) is uniquely solvable if they are fulfilled. 
2° 5-0. We then have 
IH GO X (x) Af Mga 


: ate 
ex T Tæ) £m , GEKA E) zm when z€ D , (5. 27) 
z)= xe IgE) dr ass, 070 
sos ahmok a se, 
if the following conditions are satisfied ; 
Hoga dts 
J. II; (7) X* (0 To —0, k=1,...,p. (5. 28) 


- Hence, (5. 1) has d inique solution if and only if these p conditions are satisfied. 
3°: .g«C0. ‘Besides (5. 28), anothen.—97 conditions of solvability ‘should: be fulfilled ; 


f rIg(e)gC) dr=0 
L XLE, o, 


3-00. . I~ Loc |. (5.29) 
when (5. 28) and (5. 29) are satisfied, G. 1) has the unique solution 
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IHG)XG) i1[ Ih@g@ dr 
be) Il, (z) zi, IX G) t—2’ when z€ D^, 。 
一 . 30 
exer Ig) dr hen 2€ D- 5 30) 
Omi Jr H,(t)X*(r).t—2’ When z€ 


_. Hence, (5.1) has a unique solution if and only if p —1 conditions of solvability are sat- 
isfied. 
Remark. B we require oc) has an order of n at infinity instead of B(co) = 0 at the 


T 


very beginnings. the method used here remains in effect. We need: only replace’ (5:7) by 


vo). Beare. (2), ;EL, 


oni) 1 v e 
where P,(z) is a polynomial of degree n. l | 


As an n illustration, Let us solve the problem 


t(t— D 
SEP +g), tel, $(o9)—0, g(t) EH, 
| PY g oo De G 


where L is a closed smooth contour passing "through t= +1, bep and Vz+1 is the 


branch with the value .. 


Qoi nf 


$+()= 


tlli 2.. ED 


Applying the above results (7 一 1) we gët : i 


if WiFi | (j ED L Sef g(t) 
g= $+ Jeo- 0 M. Ed L DED 
a - 
2 VT VE 
where: DOW FE E PG 
EAM n "e -i[ pum Ug) Sau sx 5 


LE EEG D VEEE s ss 
Finally we obtain ' 


uns Aj Me+ig@dr gu) 2 ME when z€ D*, 


Sef] emis r(r—1)(—z) VEFI 


r 十 1gCr)dr , gd) -1_ € - 
EE MEO o T DE | when z€ D. 


uq 
RIED TRE 
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The | Approximation of Cauéhy- Type integrats 
by Some Kinds of Interpolatory Splines . 


TP E ul " rcge E ace 


|. INTRODUCTION* —. 


There are many references on numerieál ¢Valuation of: itchy: ‘type ihtegrals ^ MES 


no-lpfS& n 75 7777) 


(possibly, with.a. weight function), by‘ ubing ofthogenal polynomials when Z is an interval 
on the real axis, e.g. , [1~4]. If Lis the unit circle, it was shown in [5] that such inte- 
grals are approximated by interpolatory polynomial splines of any odd degree under the as- 
sumption that the density function f(t) is continuous on the boundary of the circle up to a 
certain order of its derivatives. In [6], the same problem under a similar hypothesis on 
f(t) was discussed for cubic interpolating splines in case L is an arbitrary smooth closed 


contour. 


Let L be an arbitrary smooth curve, closed or open (L=ab), and 
A; ato X h< … < tub 

be a partition of L (tw 一 1 when L is closed), where 1;< ti+1 means that t; precedes £;4; 
when one travels along L in its given direction. If f(t) is a function € H° (Hólder condi- 
tion) on Land S4) linearly interpolates f(z) at the t;’s. Atkinson [7 ] succeeded in prov- 
ing the uniform convergence of TS to T';f when L is closed: | 

WTif —TiSall , S C07 *, 8 = max ft — tl. (1.2) 
where C, is a constant independent of A, provided that 

Ka=max [27j544—t;| /min|zj41 —1;] (1.3) 

is bounded for all the As. 

This result was proved by using a theorem (cf. [7], Theorem 2) which itself depends 
on an interesting but complicated lemma. We find that it may be easily proved by the fol- 
lowing simple approach. Let L be a smooth contour and /(/2 € H* (0 « a <1) on it. In 
the Banach space H*, we knowl*! that 

PAPLESPAPLE/ESPE (1. 4) 


where 


M.(f) = sup fo-fanl, (1. 5) 


[zt—z |" 9 


The Approximation of CauchysType Integrals by Some Kinds of Interpolatory Splines 143 


then the operator T; is linear with norm || T; || e Therefore, 
ITA < ITS eS WT. Flo ETLICHE FMD. 《1.6) 
Now, if f € H* (0 « e « 1) and f € H is a sequence of functions on L, and if we can es- 
timate e || 2 || OfO |l. and M. Ce), then, by (1. 62, we may estimate 
ll Te, ll. by | 
uc ul METH ll oS ORC Hes T as (0029 .+ an 
We shall use (1. 7) to estimate || Trea l| .= l| Ti f—TSa ||. both in the cases f(z) 
€H'and f(0€C. 2 7c 7 potat tue d 
The structure of T; Sat) is very simple because of its linearity on each sub-arc of L. 
However, S42, as well:a$ Ty S4 (22, is not smooth in general even if f@) is smooth. We 
shall establish analogous results for quadratic interpolating splines? in: place of linear 
ones, so that T; SA(£) will be smooth. However, if f (72 € H* on L, we could not con- 
clude the convergence of T',S4' (2) to Tf (t). Using cubic interpolating splines of defi- 
ciency 2 which were discussed in [9], we may establish such convergence. We also estab- 
lish the convergence of T',S4 (2 to TLfG) when f € H^, where Så is the modified cubic 
interpolating spline of deficiency 2 which was also introduced in (9]. Here TiSi (t) as well 


as Så (t) is smooth. 

The results of this paper are also valid when L is an open smooth arc ab. l 

To show this, we note that (1.7) remains true in this case, provided that the addi- 
tional requirements | | l 

Fila=flad, frlb=f) (1. 8) 
are fulfilled. In fact, we may extend L to a smooth contour L" and simultaneously extend 
f(t) to fF’ (D on L* such that f* (0€H' on r. Since (1. 8) is satisfied, we may extend 
fF. to fè (t) on L^ such that f/? (0Dzsf'(D on L*—L, so that ff G2€ H*on L* too. 
Let e; = f* — f; , then (1. 7) is valid for e? . Now Tre; =T ien, Le, Il = Bet |... Let us 
estimate M.(e, ). If t, EL, then l | 
le? ()—e (| < MO els 

if t,t! L' —L, this is trivial. Let t€ L, € L* — L and let a be situated on the shorter 


arc of tt'. Then 


t d 


lez )— er (t) | = Jent) |= le CO —en la) | x M.(e,) |t—a |‘ 


< MeCen) ltt | CMe Cen) lt—r |. 


where we have used a well-known inequality 


(D We use the symbol Ce to represent a constant depending on e which may take different values in different cases. 
Similarly. C represents an absolute constant taking various values in various cases. 

@ K. Atkinson also proved such convergence for “quadratic interpolating splines” which are different in meaning 
from those introduced here. He made interpolations of the values of f(t) at three consecutive knots by a quadratic func- 


tion, Such splines, in general, are not smooth too. : i 


144 - DEMNM LIICLA LLEVE Le 


qué Else IRE | (0.9 
Therefore, ` m 
mu - Mi) « CM, aud 


and thence (1. 7) remains valid. 
2. THE LINEAR INTERPOLATING SPLINES 


Let L be a smooth contour and f (/) € H* (0 «& a <1) on it. Denote 
' L; jr yf Da Ay Wi HW, -Dy j= Xyj/ My, 
(We use the conventions yjoa7m yp Avan = Ay, etc.) Phen for'any linear interpolating 
spline Sa(t), we have | > ^ ， Guths d eem ew nu . EE 
Sa Q= S; 人 一 十 D， 2 PM FOl; Nl. (2.1) 
Itis evident that ， C o m T 
ded je sa «Cc. Yos (2.2) 


since, by (1.9), 200 uU a AS ro ote d tac V S 
a MT 2 j < c 
| |Dja— "IE Cà [Az | < Co jas] S < C0", (LS 
where As; is the . arc- -length of L;. Similarly, if t, t belong to the same L; , then 
| dex) ea j| ET F< cs 一 一 ae mE (2. 3) 


HEL, ' €L,, jk, then 
lea ea’) | x lea |+ lea" |= Jea(t)—eaCt;) |+ leaCts) —eaG `| 
x Clee" + In P x Ca cleal' 十 Ld 5 
< cà" (i; + lá? I's Cord? 上 
Cae | .7 


i. es » 2. 3) 1 remains true. Therefore 


MeSH (2. 4) 
From (2. 2) and (2. 4) we obtain, by (1.7), | | 
| I Tres l|. ce 一 | | (2. 5) 


Obviously, it is then also true , for a=1. 
Now, let us consider the case f (1) € C'. We denote the modulus of continuity of 
f(t) by e, (8) (r I 0) throughout the paper. Then, if tE Lj, 


NS Uc 一 Didr 


IIO yD; atl =E 


-[&f, 


«x XN 2< Ce, (3). - (2.6) 


ej o-s «xat 


Similarly, if ,7 ELis. we have. | , f E 
leat) —eaG 2 | S Ce CD jte | S Co (QO fee! ]*s (2.7) 
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if t,t’ belong to. different Z,’s, then as in (2. 3)’, we also get (2. 7). Hence 


MG) S Cw, (0)0 ^ *. d “(2. 8) 
Again by (1.7), we have from (2.6) and (2.8); | 
| Tres |] oS Cem (0201 7. (2. 9) 


If L—ab is an open smooth arc, since 
Sa@=fla)y Sa 的 一 GO) c (2. 10) 
(2.5) and (2. 9) remain valid. ... "ow ET 
Thus, we. obtain 4n rs 
THEOREM 1. Let Lbea smooth curve. closed or open, and Sa(t) be the linear in- 
terpolating spline of f). df f(),€H* (0 «a S 1),.then 
IT,f — T1Ss| S CO; o 
if, fé) € C! , then 
Tif —TSal S - Can (08 - e, 
COROLLARY 1. If f@MEH* O<a<l), then | 


JT. f —T Sal « Co, E ^— (21D 
COROLLARY 2. If |F | is bounded, then a 
[Taf — T,SA| x QT. vi | (2.12) 


Corollary 2 is also a result due to Atkinson for closed L. 

We note that all the values of the Ce’s in this section do-not depend on A and sorare in- 
dependent of Ka in (1. 3); therefore it is not necessary to require K, to be bounded as stat- 
ed in [7]. o. 00.5 ` MS S LAS 


3. THE QUADRATIC INTERPOLATING SPLINES 


Though there are works describing briefly polynomial interpolating splines on a Jor- 


[10.11] 218], 


dan curve and dealing with quadratic splines on an'intervel of the real axis we 


shall discuss the latter in the complex domain somewhat in detail, whether L is closed or 
open. f 
First, let us consider the case L is closed. A quadratic spline Ss(t) interpolating fo) 


at tjs, if any, may be represented in various ways, for instante, | 
A. 
Sa) SSO) = yp DjG— t) gd Gt tae. 
J 
t€ Lj, j20,1,...  N—1. (3.1) 
with the requirements v MEM 
Aj-tAj=—ADj-15 j=1,...，N， C (3. 2) 
where AD; — D;— Dj; so as to guarantee the continuity of S4 (t) at 一 他 


If N is odd, we unu see that (3. 2) is ‘uniquely solvable; 


A; 一 一 > CAD; TAD 41 FAD j42— CAD *+ADj+Nn-1) 
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一 AD 十 ADi+s 十 … 十 ADi+v-o， j70.1.... N-1, ] (3.3) 
since > D,=0. 
If N is even, (3. 2) is solvable iff 


AD 十 AD, 十 … 十 ADxv_ :一 0 (3. 4) 
or 
Dot Dzt+ + + Dy-2=D, + Dt ++ Dy-i. (3. 4)! 
In the case L—abis an open arc, then, for such a spline, expression 8 1) remains ef- 
fective, but requirements (3. 2) are replaced by HH 


Aj i+Ah;=—AD, 1, jmd. N—1. i (3.5) 
Hence, we have a freedom to choose A; or A,. Or, more generally, we may subject them 
to an additional relation : 
aApt+BAn-1=7%, BAC—1)%a. (3. 6) 
On solving (3.5) and (3.6), we get 


(=D*7+By—28 


Ao (—1)*a— B ' 


Aj=(—1)'(Aot Bids jomle.sN-—1, G.D 


where 
B;= AD,— AD - AD; — AD, + “十 (一 VAD), j70.,1,....N—2. (3.8) 
Thus, we have a! EE E eie i0 o 
THEOREM 2. If Lis closed, the quadra tic interpolating spline. SC exists uniquel ly 
when N is odd and it exists (but not uniquely) iff (3. 4) or (3. 4)’ is fulfilled when N is 
even; if Lis open, it exists uniquely for arbitrary N with additional requirement (3. 6). 
Now we turn to the problems of approximation. 
Again we consider fitSU the case Æ ip:smopth and closed CN: odd): {We assume fac 
Cl. In order to estimate eA(£) — f (t)—Sa(t), by (3.1), it is necessary to estimate A; in 
(3: 3). Noting that: - IE 
[AD;-,] & 1D;—y/ Ly -Pmle CoiQQ) Cy = FOU), 
we have s . tid "E ds, 
m I< (N—DCo G) (3. 9) 
and then 


Jt etn —O | «ON — Co (8)8 x CKEa (8) » (3.10) 
J 


where Kais given by (1.3). Thus, by 43. 1), we obtain from-(2. 6)-and (3. 10), 
_ Hest) I] se CK aw, CÓ. (3.11) 
If L is open, the similar estimate (3. 9) is valid for |B;| by (3. 8) and thereby also for 
|A;| on account of (3. 7), if Y=0. Hence (3. 10) as well as (3. 11) remains true. 
| Therefore, we have | E 
THEOREM 3. For a quadratic interpolàting spline Sat), if f G) € Cl, we have the 
estimate (with Y=0) | 
| £4) — Sat) | x CKaw (0), 


44 i 


S 
Hi 
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whether Lis closed (N : odd) or open (N y árbitrary2: with requirement :(3. 6). 
We could nót expect Sy’ (t) to tend to f' (z) in this case even if L is closed. In fact, we 
can.only.easily obtain'the estimate «^ . ^ 77 ere Bo 


n ()—Sa OL < CK; e 


(3.12) 
Similarly, i if FEC, : we can only obtain 


| Af $401 < ck? SD. 


(3. 13) 


To estimate || T;eaCD ||... we assume foem (0 « a « 1). Then (3. 11) be- 
comes | i 
I eat) les CKA. (3.14) 
EA EL; then, by (3.9), | ' l B 
le. eat’) | x fI) Sf ID "e mm A OH mmt t ) 
x Clec ttt N DCs 1:1! |. 
« Có" tt! ECK let I'S CK40^ * |r—t' |. (3.15) 
H t.¢’ belong to different L;’s, we may proceed as in 2. 3)’ and verify (3. 15) remains 


true. Therefore, 


Mlea) S CK. o. (3.16) 
Together with (3. 14), 5 we have, by a. D, | 
l Trea laS CK OO | (3.17) 


n8 


Obviously, (3.17) remains valid then if à2-1. ， 
For open arc L, since (2. 10) is fulfilled for Md (3,17) is also valid. 
Thus we obtain "n 
THEOREM 4. For a quadratic interpolating spline ‘Sales and foem (0«cax 

1), we have fhe estimate. » , 

IT.f — T, Sal < CK, ， , 

whether Lis closed (N: odd), or open (N; arbitrary) with the additional requirement 

(3. 6). 

_ When Ku< C for a set of (A) » 3. ID and G. 104 mean 1 the corresponding uniform 


convergence when ó—max | Az; |-*0. . 
Da. ` T : H 


4. THE CUBIC INTERPOLATING SPLINES OF DEFICIENCY 2 


Let L bea smooth c curve, closed or not. The cubic interpolating spline of deficiency 2 


may be represented as 
“SAD 28,6)  yH-D;G— E Diu —ij)G—t4,4)* 


uin, rtrd» ELp j90e.o4N—1. (4D 
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We proved in [9]: if /()€C' (r=1,2,3), then amos 
lePOL=IF? @M-SP | x Ce (0087? ODS pn... 《4. 2) 
Let us estimate || Tres” ||... p=0, 1. We could not expect to estimate.it for p= 2,3, 
since TS% (z) has unbounded discontinuities at the knots ¢;’s in these cases. 
First, we consider L as closed. We assume f(t) EC". If t,t EL; then by | (4. 1), 
ea(t) — ent! )-U0-fe )— Dj —!0 )3 


HUP, CAg (root (oue a 


D" (ty Q —4,)? E EPES 


hand. (4. 3) 
Analogous to (2.6), we have 
Mil € Co CD |e—2" |. 
Noting that | | 
OA - t, Ct! 一 万 + 


ES: C(r—t; tai)? Jdr 


E (r—t;44) (37— 2tj—t;,,)dc 


x If (5544 —5) G- 541— 25;)ds 
where s; is the arc-length coordinate of ti we have . 
aa 0f Fedde] 
< Cw, (8) |t | ZEE 


[E 


x CAs; la | 9 


TARS 


and a similar estimate for |J;|. Therefore, 
lea) —eaG | < Cu, C |i] < Co (817 fre’ |*. 

If t,t’ belong to different L;'s, it is easy to prove this estimate remains true by similar rea- 
soning as before. Hence, 

M: Cea) S Ca, (008 7. 
Together with (4.2) (r=1,p=0), we obtain, by (1. 7), 

Ties l.S CQ 7 0007 (0 4.4) 
In order to estiinate || Tre,’ || o» we assume f’ (0€ H* (0 «a <1). Since m 


Sy =D ia rtp) Strat tri) So Mao ed 
Lo » EL 
if tU EL; 


NONE Ne (T—#j+1) (31—21;—1t;4,)0dc 


DDR dc CTED Gr 2t dt =) JJ. 


TE, 
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We have 


xui (3r—2t,44—f)de 
Cu | 《251 一 50 一 8)d5 | 


se exe ltl < caet gs 
. and a similar estimate for |J]. Obviously, this is also true for |J,|. Therefore, 
led (t)—ea! G2] < CT là KS. 
which remains true if t,t’ belong to different L;’s. Thus, 


M.(es) S Có" ‘Ks. er ES 


By virtue of (4.2), we have, by (1.7), «^ ^ y 
I Tres {I oS COCKS. E (4. 5) 


Then, obviously, it remains true for a— 1. 
Let us now assume f(t) € C^. We may obtain a better estimate for || Tze, || .. as well 


as || Tres || .. We rewrite S;G) as"? 


SjO= m Gut Sorat)? 


DE TER WP IG cH Gt 2ti+1) 
CAy,—y, DI At; 2 NE p = 


D 


一 [Ay 一 ya dt; + 2 lyra; aima 


"a-ylG-t Gu ' BENE 
Xe cre ur eta) (4. 6) 
2 At; ^ 

If 1,4 € Lj, we have 


ea) —e40 ) = (fe) fy a— )—l»/(a-t— G —t;)7) 
—CAy;— yj Mj— iwabdt 4 Cr 一 加 rt 2tj41) Jdr 
一 [CAy 一 内 At 十 二 Foie) rae dr | (xz 一 t) (r— tjj) dr 


XX E d.C Gt) G-tuadr . 


=H, +H:+H; +H.. 
We have 
anle | [esf Oat < concorde 


ó 
IHi «C esp ss $35)ds| < Cos (031r | 


and similar estimates for |H;| and |H,|. So we abtain vos 
lea( —ea 0| x Cv C28 | rt | S Co) rt [*, 
which may be verified to be valid also if z,z' belong to different L;’s: Thus, 
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MC) S Cal). 
Together with (4.2), we have, by (1.7), , 
Il Trea || oS Ces (O07. 


In order to get a better estimate of || Tres’ | 5, we differentiate (4.6): 


' tin "AL " t—t,) (3t 4-1;2- 4t; 
S O= EX G1 - (8/7 7 1i) A A cin) 


IN ft GI E ta) 
— (Ax; Xiiht Atj4- lynian]* Ad Hu 


iX G-t) (3t—t)— 2tj41) i 
| j 
Hence, if 1,1 € Lj, we have PEE 
ea — ea! ) m fO —f - ap ) 


d 


— [ay;7 9/5657 X d e: dT t) Gebr tta de 


2 


, d 
PL i" q(t 1) Gr— 


RAD: ED Bet indde. 


Using the same reasoning as before, ‘it is easily seen 


C ` fea) —eaQ* DI, <S Can lô) "ot | $ 
which is valid also for t,t- belonging to different Ljs. Thus, 


Milea) < Co (0)0* ^ ,. 
and thereby, by (4. 2) we obtain 


| Tus las < Co, 301^. 


If £4) € C5, after rewriting Sj) as” 


Sj) m yj y QD) 


Ty H 0 —1)! aH t — 2t) 

Co 

oi H ” (—1,)0—1,,4) 

DEM AC EE 
J 


E" 
ay 
n (t—t;)° Ct —tj41) 
and proceeding as before, we may get 
Mites) < Cos (8957 = 


and hence 


In the same manner, we may also get 
| Trea’ || o< < Cn (8) 


We also note that; if L isiopen, we have in this ease 


| Tres l S S Cen (9*7. 2 


(4. 7) 


tj 2tj4,)dt 


(4. 8) 
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Ss(a)= fla), Sab = fb), Sala) —f' (a), Salb) = f ), 
so that all the above results remain true. 
Therefore, we obtain 
THEOREM 5. Let S(t) be the cubic interpolating spline of deficiency 2. If f(1)€ 
C', then 


ATi£ 4 TS3| S Cen (190077, r=1,2,3, .1. (4.11) 
ITiS ~ TiSi] S Cu, (000^, r= 2,8, (4.12) 

and if f (t) € H* (0 « a xi 1), then Us 
IT, — TiS) < CKO (4. 13) 


whether Lis a smooth closed contour or an open.smooth arc. 


5. THE MODIFIED. CUBIC INTERPOLATING 
SPLINES OF DEFICIENCY 2 


When f(z) does not possess any derivative: but only. € H”, in order, to approximate 
TLf by smooth functions, we may use the modified cubic interpolating splines introduced 
in [9]. BEES duo ced pty ee 

Suppose L is closed and S4 i is the linear spline as in Section 2. By taking two points 


t; and £7, respectively on each L;-; and L; such that 


lee; | = |e | — nin {As;-1,s3) À «1. . 


We interpolate S4) cubically on each E 一 * with the values and the first derivatives of 
Sa(t) at f, t and get.S} (1). Then we defined? . 
SiGQ)25S;(0, when tE Lj, 
—S4(), otherwise’, 
and proved that, if (2€ H* (0 «a <1), then’ ` 
les OL - Lc) 753 0] SOO v 007 GD 


Let us estimate M. (e3). On each arc mu si Q) — S54), so, if t,t belong to it, by 
(2.3). mE as 
dei (D—ei 0 I< Cà tt |‘. (5. 2) 
If t,¢’ belong to Li, we have, similar to. (4. 3). 
es (t) ed E = CS.) — SG) D a), 


HARD eripe © 


Si n — D: 
i 2 7 SED EDI A c yc: 
=G +G:+G;, 


where. 


152 - | RAPE RD LIRE LEE e 


SYS) ous 
-EEDTT. i At =t ti. 


了 ; . Mi à 


Dj 


Noting that S;(¢;)=Sj-,(@,;) and 
S/O) Sst) = Dj (jt) yp 


we have 


ID; |< Tag clS = 78/0) F IS 00— 一 SC 


un 
< T CID; r —tj| + Dii le) E mou NT 
l': H i 
«Civ natr = 
n Gar T laa ) EE 


and thereby 


gf P ptite = peg" ) c <lr d. 


On the other hand, 
, "T u lul 1 1 
| S5: €t; ) Dr {= (PPT AT c qe ‘14s, n =], 
charos MED ut. a 


while the modulus of the integral in in G; is not greater than C [tj ^p |t? |, and » Hp Lats | 


Csothatiwe have ^^" © ae E i mE ` 
IG; Fs C p | 
and a similar estimate for |G;|. Therefore, 
lei ()—ei 40| < Chi-r I< cò |t— PIU (5. 3) 


If 2,7 are situated in neither of the above two cases, we may then always find two o points 


ons 
TT. € (05.6) (maybe c7) on the shorter are tt’ such that fon is a sub-arc of some tit} or 


一 U i ` g 
tyt4, and so is co. Then proceeding as before, we may verify (5. 3) remains valid. Thus 


Mes) sx Có". 
Together with (5.1), we:have, by (L7), 
| Tred | x CO" (5. 4) 
if a < 1, and so also if'a—1: E MEE EM 
If L is an open smooth arc. we need not modify S4) near the end-points a and 5, so 
that | 
Si@=fla), SiGD0-—f. 77770 
and therefore (5. 4) is also valid in this case. ` 
Hence, we obtain, 
THEOREM 6. If Lisa smooth « curve, closed or not, f()D € H* (0 « a < 1) and 
S4 GJ 1s the modified cubic in terpolating spline of deficiency 2 described as above, then 
Tif — TiSi | < CO. 


Remark. Al the results in this paper are valid when L is a piece-wise smooth curve 
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without cusps, since inequality (1.9) remains true in this case. 


10 


1i 


12 
13 


References 


ELLIOTT D. PAGET DF. An algorithm for the numerical evaluation of certain Cauchy principal val- 
ue integrals; Numer Math) , +4972, 19; 37377383 i oi 045, TEE 
ELLIOTT D, PAGET D F. On the convergence of a, quadrature rule, for evaluating certain Cauchy 
principal value integrals. Nifi? Mati: .1975; 23: 911—319 、 ` Y 1 
HUNTER D B. Some Gauss type formulae for the evaluation of Cauchy principal values of integrals. 
Numer. Math. . 1972, 19: 419—424 
LU C K. A class of quadrature formulas of Chebyshev type for singular integrals, to appear 
AHLBERG ] H. Splines in the cmplbx 4 pladen in “Approximations with Special Emphasis on Spline 
Functions”, pp. 17-27. New York: Academic Press, 1969 
AHLBERG J H. NILSON EN, WALSH J L.: Complex cubic splines. Traps.: Amer. Math. Soc. ， 
1967, 129: 391~418,. a pg tg 
ATKINSON K: The. numerical evaluation. of the Cauchy transform, pn simple closed curves. SL AM J. 
Numer. Anal. . 1972, 9: 284~299 
MUSKHELISHVILI NE Singular Integral Equations. Noordhoff» Groningen 1953 
LU C K. Error analysis for interpolating complex cubic splines with deficiency 2.J. Approx. Theory. 
1982. 36: 183—196 - ` Ti a V 
AHLBERG J H, NILSON E N, WALSH J L. Properties of analytic splines, I. Complex polynomial 
splines. J. Math. Anal. Appl. . 1969, 27; 262--278 
AHLBERG J H, NILSON E: N, WALSH J L. Complex polynomiaP gplines on the unit circle. J. 
Math. Anal. Appl. , 1971. 33: 2347-257. | 
SHARMA A. TZIMBALARIO J.. Quadratic splines. J. Approx. THedry 1977. 19: 186~193 
CHENG H L. On complex splines. Sci. Sinica. 1981. 24: 160~169 


a 


[/& Chien-ke Lu & LAF J. Approx. Théory, 1982, 36: 197~212. ] 


+ 


154 ”解析 函数 边 值 问题 和 奇异 积分 方程 论文 选集 


A Class of Quadrature Formulas of Chebyshev 
B Type for Singular Integrals a 


.1. INTRODUCTION 


The extension. of quadrature formulas of. Chebyshev type te sihgular integrals had 
been investigated by several authors [2~4,7]. The Gauss-Chebyshev ‘method of numeri- 
cal integration was extended to singular integrals by Erdogen and’ Gupta [3]. Let 


LAf' 8D dt — i5 ey 
IG) -IGa- l| £82 Vw «zw . aD 
ao ' 1 / i i 
TO = A dr, —1<1<1.. a.2 
They obtained the approximate formulas | d (7 
guo . ot 
Map) re j lss nl o. (1.3) 
Lr ds R=)... say. NE (1. 4) 
j=1 e 24 
where 
£,77cOS lx, XI=COS PL S; (1.5) 


are the zeros of Chebyshev polynomials T,(z) of the first kind of degree n and U,-,(z) of 
the second kind of degree n—1 respectively: 
T.Cx) cos nÜ, Ui(7)=sin nð /sin 0， x2=cos 0. (1.6) 
Chawla and Ramakrishnan [2] extended (1. 3) and (1. 4) to the forms 


IGyel Ee (x) a —1«z«1, rt, a. 7) 
21 aeaa- T,GO) u 
Jos 3 zi BOG Gy? YE a (1.8) 


respectively, under certain assumptions of analyticity of g(x), gave some complicated for- 
mulas of their remainders and pointed out that they are exact for g(x) € mn- and 75, .; re- 
spectively (m, being the class of polynomials of degree not greater than m). 

In 1977, the Lobatto-Chebyshev (or trapezoidal Chebyshev) method of numerical in- 
tegration was extended to evaluate singular integrals by Theocaris and lIoakimidis [7 ]. 


They obtained the formula 


cag it 
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wl sr, ga E 
IG) 2 t k—b... om a. 9) 
1 


(Zo 一 1 ,一 一 1 和 一 人 一 二 仙 一 "=h =l) , 


and pointed out that it is exact for g(x) Gam. 
The authors of [3] and [7] derived the mentioned formulas for the purpose of solving 


singular integral equations of the first kind 
i[ g n +| KC pd fo, -1<t<1, ， 09 


numerically by the method of collocatign,.,As pointed. out in un on this,purpose, C1. 9) 
has the advantage over (1. 32 in that the values. of g(4- 1) may be obtained directly without 
any complementary procedure such as extrapolation which may give rise to significant er- 
rors, while the determination of such values is usually important in practice. 


In [2], an approximate formula for the singular integral, , , 


HH (a ,8) -i. £D | EH 


a tat ame, | aap 


aH 
was obtained by using Jacobi polynomials Pí^!/^ see) under similar assumptions of ana- 


lyticity of g(t). In [4], Erdogen et al. obtained the approximate formula 


L2. và girp cr u 
HG X a (1.12) 
where 
2k—] c P A 
T,—608 S 17^ |gy--eos oni (1.13) 


(r,,0,) actually are the zeros of U n(x). ™ 


The methods used in (3],[4].and [7] wefe based on expanding g(z) into Chebyshev 
series, from which it is hard to estimate the remainders. In [2], the method of complex 
integration was used due to the ássumption of analyticity of g(t) and the formula of esti- 
mation: for the remainder seems. inconvenient to use in applications. In this papers, we shall 
reprove and extend these formulas systematically by a unified method based on the corre- 
sponding formulas for ordinary integrals so that their rémainders can be easily estimated. 
Using the same method, we also establish another set of formulas named Simpson-Cheby- 
shev type which seems more effective when. the :density function g (x) has less order of 
smoothness as illustrated by an example at the: end.óf this paper. 

Throughout the paper, we assume g(x) to be smooth to certain order which is obvi- 


n» 


ous from the éóhtext. GH DR WoO SIRAC 
2. SOME LEMMAS: "m ec 


The following lemma will be applied repeatedly. 
Lemma 1. If g(x2)€C"" [a,b] and asixostb, ler 


^ 
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GG)— gegen, when x35329, 
g Gy); when 十 一 To; 
then | 
go. , when aX l , , 
G? (x)= ga 2 - k=Osls... omy 7 (2.1) 
UG C when x—X9. _ | 


where £,i$ a value between rz and x». 
Proof. For #3425; it is easy to prove by induction 
= GU GE Tür g(x) +g! (x) Gy? zY— 
` + (17k Dg? a) (apa) Mao 2. 7 07 (2. 2) 
Equation (2. 1) fóflows immediately from (2. 2) by Taylor’s theorem, provided TÆ x. 
Letting x—z, we get (2.1) for T= To. | 
，Another lemma for integrals of Cauchy principal value is useful. 


Lemma 2. The e following formulas are valid: 


0 | | (2.3) 


d 

E 站 本 本 E 
i[ YI 一 二 dr (2. 4) 
Tj- r—t 


Hi ERE dz 一 1. (2.8) 
-ytt . 


Proof. By the residue theorem, we may easily verify 


al. dl 
rm din q—n-P 4 A- 


where Y is a contour surrounding [1,1] and z is exterior to it, ^/1—£? being. the analytic 


continuation ofr4/1—2x?.elong the upper side of [—1;1].: Let Y shrink to[—1,1], and we 
get Tuk : ' ' ， 


jl s dru c 
一 | ”一 一 一 一 1, 1 
7 一 1(z 一 之 )V Ia MI [一 了 


Applying -Plemeli's formulas to it“, we obtain (2. 3). 
Equations (2. 4) and (2, 5) may be obtained in a similar way. 


3. FORMULAS OF GAUSS-CHEBYSHEV TYPE 


This method is based on the fosinulac ` 


I= ME Ss -Rd Y fao, (3.2) 
k=l - 


with remainder 
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RJ gig f" €. —1<&<1. (3.2) 


If we put ! 一 cosbg in (3. 1), we see that it is the same as the formula by the tangeritial 
method, 


By (2.3), we may write (1. 1) as 


G»—g(r) _ dt . i 
(zyg) 一 +f EU SS FS .1) 
which is an ordinary integral. Hence by (3.1) we have. . . 
LA 7 g) +G ; 
I(x) n >, txt us TIF, :i : (3: 3) 
But it is evident a 
NL GO Ua) 
i T.G) " T.G) (3. 4) 
since 
Th Ge) nU (x). ` 2 (3.5) 
Substituting (3. 4) into (3. 3), we obtain (1.7). | 
By Lemma 1 and (3.2), we have the remainder of a. D 
l ane (22) — l ll. C2241) " 
Rae) = (2n sizam (£5 (2n ae «e» 
or its estimate MENS NE E A 
IR. (GJ <q Mente) ; | (3. 6) 


where M,(g) — maxi «i lg (x) |. Then obviously (1. 7) is exact for Me) Enn. 
In order to get I(t,,g), we note that T(x) is continuous in. :一 1<z<1. Therefore， 


LÀ OD lag) BU UG) (zh) T GO 
Tr) ~ 3! olg g a) HI "BL ETT. G 


, 
k=1 


where y» denotes the summation except k=r. Noting that 


= t : H n— iG y t 
dz U0) DDT), | nr (3. 7) 
we have 
quU @) GM Tue) 1i nU i Gr) rtu) 
m (a—t,)T, (x) ru, TG) zT G) 
nU , (t,) t, | 
HEU dtu horas (3. 8) 
and thereby | s mE l ue A 
LÀ svguo » tg) 
Lia 之 hontm XE GOV ET (3. 9) 


with the same estimate of remainder (3. 6), which is also exact for g(x) € nn. 
Let d thin J Cz ,gH gb, sóhatErdri (it 7) ve have 
— r? 
Jaxl y EGOG— T) eg (a IPE Én, (3. 10) 
RNE qoi nuno ot hou boai 


k=] 


158 Te en LeeLee tee. CL 


and 


1 Agw D .* B 
JGDA lyon DUREE j=l onh. 
From (3.10), we know that 


f ogre as 
14 EU 


H= Fe 一 二 | git) Egi - IHL OST Deata, 


K=Kig)=4] won tae MI Yao ado, : 


since T, CE) = CED*, UL (D= CED" x. o = 


By (3.9), we also have nG 


Jan~} DERD iya, a8) Sgt). 


pest = 


From (3.6), we have the estimate of remainders of these formulas 


IR.CJ G2 | Mons (g(x) (1— 7?)), 


ET 


n +1 D 


which shows they are exact for eta) po 


(3.11) 


(3. 12) 


(3. 12)! 


(3. 13) 


(3. 14) 


We may also write HGwp) o IG (dt) and 1K Gg) eg DÜ- so 


we have - S. 
HG )8-- ro —1&zr«lxhs 
KG) PEOLE (x Dato, — 
Ha) ipte, PET i 
KGpsl mese, jme nci 
us o9 22 amitf 
HG deb SEXO. Lyg, Jee 42 226 i- Ire. 


kie 


aL ren / — EE 
KG) E +t g'ad t) On pen) 


with the estimate of the remainders | 


RE GI Man EDAD), 


1 
(2n+1)!2” ee 
which shows that they are. exact for g (22€ nai. 


eddie 


4. . FORMULAS OF.LOBATTO-CHEBYSHE V TYPE 


ry 


This method is based on the approximate formula!!! 


(3.15) 
(3. 15)’ 
* (3.16 


(3. 16)' 


esy 


(3.17) 


oe sy 


(3.17)’ 


(3. 18) 
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I-A, FG 1— ddr d- 3 f(z) A—2?) 
with remainder B 


R,[J]— fre), —]«é«1, 


Ld. 
(2n—2)12"^ 


Using (2. 4), we may write 


Jom GG )v1—x rdz— tg (s eo ‘2 D, 


so that, from (4.1), we have ' 


& 
Hol Neea- De S 3 ig). 


rj;—t 


sol 4 Fri. 2 oN 
But EM 
i= = QAU @) 
i—zj | 二 一 一 
is (1 一 DE ) Up Tt 
since 5 z;—0 is the coefficient of /" in U, ,(). Noting that 
T4G) =tU,-,(¢) —U.-2 0) 
and thereby, by (3.7), i ‘ : 
AUi A =U, GO) —n2TG), 
we readily obtain (1. 8. | 
For t=z,; we have 
dl agla; )ü-z _ 
Man, " > a P "T Ca) Ce x) 
48D Oa OATH, 
n c Gi, —t)U, S) - l 


5 


(4. 2) 


(4. 3) 


(4. 4) 


Proceeding as in (3. 8) and using (3. 52, (4. 4) we'may evaluate the involved limit which 


is equal to yee Hence: ` oa oe - 
. ， 


Tae Sena zd g'ad) at} ag), 


Xj— T, 
j=l 1 
Actording to (4. 2) and Lemma 1, the remainder of a. ó or (4.5) is 


(2n—1)! 
In order to get formulas for I G); we first 'establish 


=} je as aU ! Saran MEE 


-1./[—7? 


Ra [/4)]— xci es el 6 


with estimate of the remainder 


IRL ]] M,, Cf). 


S 
(2n— 01277! 
To prove this, we define 


fG)  FGY)0 —2- Az B, A= fax rcm, pH 


UO 


£QXEIC- 


(4. 5) 


(4.6) 


7 (4.7) 
(4.8) 


[m 


160 E E RHEL LEE LUE EY 


Or . 
)=1 (L en 
2 ctl z 一 1 
Then 


- " ` . 
I=] F(r)V1—x'drt+B. 
一 1 
By (4. 1), we get 


1 S e map Sp dp 
22 2 Cf lz) — Az;— B)-B--- » fz)tiB, 
which is just (4.7). From a. 2), we have, by. Lemma, " 

1 


RU c ge Fe DE gre» SY E 
& —€ 
=n- pret ‘Gs 


which follows (4. 8). 
Now, from (1.1)! and (4. DN we get 


ro~t DI EG) EO KA, aug, 


zj—t n 全 一 上 
By (4.4), we see that RENE 205 j 
| “A E: -5 l t _ Unm 0) Taa i 
Tt lË Ez =Ë U,40) 1-20, 


j=0 
and therefore TN 
T,G) 、 


wb ga TD 
It) iS git Pa- ZAU’ tÉ;, 


ren 
of which (1. 9) is a consequerice. 
For t= z£,» analogous to.,(3: 9). we have: 
Ia, > Àj eal ES jeu Selene, 
where we have used the. «equality 4 L : 
‘im ATU OO pn, (Du) 20m 
fx G—z)U;G) ^c 2 
| From (4. 8), we a estimate of the remainder of (4. 1D or (4.12 


y 


ROUSE < pene) 
which shows they are exact for g(x)€ in. no: : 
Similarly, by defining f= FG) d—D-- f) or 
qo--ED-, Dain GO 
we may write os MIL 


H-l[ KONIE ‘d+ SQ). l 


Then, applying (4.1), à. 2) and Lemma 1, we may get 


DA 


(4. 9)! 


(4.11) 


| (4412) 


4.13) 


(4. 14) 
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HAS 3 Mes Gor) TE (4. 15) 
with remainder oo 
RH c pef O, 一 HK6<1 (4.16) 
In the same way, we may also get | | u E doas mM 
koh Dafa) ES (4. 15)! 
with remainder 
R,[K]= 本 On axem. 2070 (18) 
Now, on account of (2:5), , we may write 4 - Q0: »" 


if gc) 一 EC) fitz 
Ho-L[ § ee eget 


and an analogous formula for K(). Then, by u using (4. 15) — (4. 16)' and Lemma 1, it.is 
easy. to obtain 


~l a ONEEN Tea. á "E 
HG) g^ Àj t BOE —DU. OD" tx}, (4.17) 
i god zo TQ - mE , 
Kl 2 Li m "aus (4.17) 
Hat 3 Aj e XI rz RED, NN UR (4. i8) 
d 和 一 让 | 
Kit Sha 4 pT ED kst, ns (4. 18) 
$ n a (mj , EA 
n—i 
HG) ya ccna va lg avat 2-5, 4.19) 


Kanat YA cad m g! (x) —2,) EE, — (4.19) 
n 2n 14x, 


j= 
with remainders 


RE G»1- Gea e” (0, 1<#<1,， 7 (4. 20) 


which show they are exact for g(r) € 75, 1. 
Remark. Formulas for H(t) and K(t) may be also obtained even;simpler from those 


for I(t), but simple forms of remainders could not be obtained. 


[MEN 


1 


5. FORMULAS OF JACOBI-CHEBYSHEV TYPE 


. We may also start from the ‘approximate formulas based on: Jacobi polynomials, re- 


spectively with respect to weights V G+z)/G—2) and V(1—2)/C1+2) yy, 


irl ltz ^ ; Ys 
H-l[. fa) A] dame Y f C.) i-a» (5.1) 
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K= 支 | fco Jia ui M flo) (1—0n), GS. D' 
with remainders m l 
Rg = aoe fed eA (5. 2) 

where 74,2, are given by a. 13), being zeros of Jacobi polynomials | a 
P(x) = PVE Lg) P,€r,3—0, (5.3) 
Q(x)=P P (rz), Qu(oo 一 0， uo O83» 


P,(a) and Q, (x) are connected with Chebyshev polynomisls byt 


P 2—1) SAT ng (2) e i 
7 and (Ay =const) 00.400 


Q, (227-1) =A Un (2) wae 
Moreover, we also have eme uon 
Us Goa P CQ. GO Co " (5. 5) 
ahd i E $5 tem epo. BO EOD EDOR o sod 
t= ots PC z= (CDQ). (5 68) 
Then, as in Section 4,.by using (5.1), we'get E | . 
| HOTT SEO bey te, an. 
But from (5. 4), we see that i . = 
7 P,Q) +20 HOPR O =n FQ), 50 050 (5.7) 
so that | a 


i - 1 ye |] ^ "oaf j> 
1 Pat) (QGnTDQ,O Paty’ ar (5.8) 


2-2 Pe) 20--0P, (t) 


and en 2 EL IM ENT 
: Lin abl GO e. 
tee 2- P,(t) ~ 


Hence we obtain 


Lobo DWU) Q(t) en 
HOS 1 > ne te per ene (5. 9) 
Similarly, we also have E (boo mw 
~> go 1g) PO OO me ra oV 
KA~ 4 Ua Em ^E quo! tha mt 45.9) 
SPI © phe E Hd 


which may also be obtained is 5. 9) by. 


KODE ESHER). ae a (5. 10) 
(5.9) and (5. 9» imply (4.12? and ^ — MEN 
"s de KG ee abs. se vo Q2/ 
o;—Te 


Let tr, in (5. 9), we:get 


gio To): 
Hangi Y ti ge COQm 


Ts 
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gt) (2nc-10Q,G) | 2CLT EO" 
To me CR) o 5 on (5. 11) 
We may evaluate the involved limit M (5.7), which equals, . 
HOLE se t ciun: Se QT ce o eo 
Eepe oa z tat wg. GO, RC qual. ! 
But it is easy to verify 
Q; Q, Cr.) - UG; m ， 1 i 1 3v ' EN 21. 
Qn) dU) A01 2D LES ME 
by virtue of (5. 4). Hence we obtain . 
"n (o CER 2g! (n) gG) 287 00 
Hr) 1 和 X . —r, Uh 十 1 (+r, TET 1—z5' s=1,... m. 
os 22 (5.13) 
Similarly, by (5.10), : 
. 2 COKE 2g (5 “ ga) fie 5 0 
KG) » oo + Qn zi Ga 一 oo) “Bet die scene 
BEEN (5. 13)' 
By Lemma ] and (S. 2), the remainders of these formulas have the same form 
H; — tnt.) — E 
RIE OR Gorges (5, 1<é<1, 5. 14) 


which shows they are exact for g(x) Emm. 
If weput ^" ' EE l ， B — 
gG)—- Q4 G)HgC-D, | 
we may write aizin 
I(a.g)=H (2181) s 
on aécount of (2. 3). Then, using (5. 9) and (5. 8), we obtain ` ^ 


g(t) g(— 1) Q, (a). V Pon TE 
IG) i +] i£ Cr S? ip’ Ce (5:15) 


Similarly, since, EHE TEELS Bn we. also haye JUE 


2 ng), D O P(x) 
Mae mF Dd atA a) 50-29, 


2s. 


ro. (5.15)! 


Thus, ol 
0 digg ES fu. a, jeleseame 00 (45) 
dint" I n—e; (BAF THe Joiner me KO 
ab B s Po h.ciod Loe 
COR SC — go jelaeon (5. 16)! 


mH, a me Dr) 
and we may also e 2 E o, i 


&( 一 1) gt) n 


a Gn 
Ixy 和 » Ee 2 a (ti Dt 4 pog" OD 
I(o,)= EGO, 2 yz —£E02 | £02. (5.17)! 


2 
Zn4-l Ooo tie (7 “GF DA) 2nt1 To 


The remainders of these formulas have the’ same form 
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RU) J= aay pane s OIX, (5. 18) 


which shows they are exact for g Gr. . 
Generally, these formulas for I(x) are better than those given in Section 3 or 4 in the 
sense that all of them are depending on the values of g(x) at n points. 
Since us 
JGygü))-— =H(z,g() (i))= Ket Ut), 


we may also have the following formulas: 


eco —29, Gu m 

JG m =z tsa 277 BG (5.19) 

| | ator ei (十 z)P,(z) , 

o JG) i» > T: 8&0, (5. 19) 
gGOQG-:i) . ”i l 

J pees, Jl. unm i (5. 20) 

Jp 5 ao, j=1,... ony (5. 20)’ 


22 十 1 £d HT; 


UT ge «.vgGOGCID (2g rm) 3 DE 

GEL 25. n—n C ELO Ru ppc. beo 
| (5. 21) 
nrg) , 2g'(0,) 3^ mE B 

Jom Fi 2 0, +S m+ (1—o?) Fn pi 78%)» SH Ly... mts, 
l f (5. 2 

with the estimates of the remainders i | 

|R, UG] perge Me GOD), E |. (5,22) 


which mean they are exact for g(t) € NA. 


6. FORMULAS OF'SIMPSON:CHEBYSHEV TYPE 
If the function f(z) or g(x) does not possess , derivatives of sufficiently high order, 
then the approximate formulas derived based on tangential | rule or trapezoidal rule in gen- 
eral are not as accurate as those derived based on Simpson’ 's rule. Thus, in such cases, we 
may expect formulas for singular integrals based on the latter. . 
Analogous to Simpson’s rule of quadrature for proper integrals, we easily get the 
Simpson-Chebyshev formula 


if f(x) 1 È | | 
I= L| De 2f G0, |. (6.D 
where l 
. G 


H= Ha Hom= 1s m=1,. oe ni joe 7 


me 
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limy = 25 mM=Oals... ,n—1l5 . (6, 2) 
—cos (k/2n)m, k=0s1,.:. 2n (Eu — 6), 
éis: s Ên- being the zeros of Us,_ iC2). If f(z) € C*L—1,1]; then we have the estimate 


of the remainder ; 


(Ratt ] i< Mi (cos 0)), 0m, (6. 3) 


aeos 4 . 
which is obtained fromi the corresponding remainder formula for the integral") 
I= 二 | fos 640. 
Note that 
U. bom) =O (man T. =0 (Som 1=tn) (6.4) 
and | l | 


| Ui (2) = 2Un-1 (Tt). f . (6. 5) 
By (1. 1)’, we have 


2a 2n 
1 FG Be = EO > 1 Ay | 
Taya; P e" =} » rU LEG DE 
Ld e FAP] ga) zog n=} Ge) 2T) | 
3n £^ &— 3 TO =U, CE) 
because of (4.10). Since it is easy to prove EE 
20—/0)UL,G)—1—TaG), 
we obtain » 
M 
1 g(&) gO _1—3T,,() 
Ii a 4^ Lu pen tg Gana)? "e. (6. 6) 
Thus, if we let 
2jxtarc cos 本 : 
Iti 一 cos ZA 
: (6. 7) 
arc cos i 
um 
then we have 
2n 
Toys; » p go, j—ci....m. (6. 8) 
J . 


Equation (6. 8) may be used to solve singular integral equation (1. 10) numerically i in 
place of (1. 8) as well, probably. with better accuracy when k(x,t) and VIO are not 
smooth enough. ~ 

We may get formulas for 了 (6) also by letting £i in (6. 6). Er r is even, we have, 
by (4.13), | | 


2n 
ll gé) £r g g " ) Q0—2)U,- 100 — 2n (6, — T(t) 
Ifa > Me et gn TI qin (&—DU,LAO) —— 
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2n 
1 yv, EOD y gto 6 
2) —E gn g E+ én TED 


if r is odd, we then haves. by (3, 8. 


了 


"a i. PA P- g&) +g '(&, )4£€2 - 3 E eG) lim T, (On, =U sae) 


Fao A Re ST ae ell A 
&,—€, 


—& dn e (€,—t)T, (t) 
-be eres? n : 


3n c, 1—-& 
. ; hls Roo uU nn HOS au coron ab ty 
That is, 
1 (D be (€) £6, 
IX) oes S'a EET E UON FEB r—dbeseoi-i (6.9) 
Since JQ Q=1ag@a-z ?)), we may easily get — 
213 "gdDG-6D Lac 1—3T«Q) 
JG 2, a EM t 3 U.qpo Ue (6. 10) 
2n—1 i 
JO =e Qt oe 7 一 士 1,... , 士 n， a (6. 11) 
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JES n GOD Ley (eat ,rl iamen. 


IE ea 200 (6.12) 
Since H (tg) Itt, g(x) 0 x2) ,KXtg) mI, g GO (0—2)) ,we'also have 
153 gC200-60,g(0) -1—3T4Q0): . a 
HOS P hh cR. T 3 aco" (6. 13) 
2n 
Ll gD AdE) ga) 1—3T$4O0 DEM 
Ki n &cr 73 Gate @! (6.13) 
2n—1 v 
Hai. Ma CQ 二 的 ， 二 1 (6.14) . 
2n Nu PUO ai oa 
Kayes S», EEG | 7 一 士 1,...， 士 2; (6. 14)’ 
t=l &—u- . 
2n— 
HD p Ey oa UE go Ho He s -一 1 ,2 一 1， 
k=0 
- (6.15) 
Kod M oae Ar TONERE MH nee | 
(6. 15)! 


Remaitiders of all the formulas obtained i in this section may, be estimated byt means of 
(6. 3) and Lemma 1, provided gœ EC[— 1,1]. . US 
Let us consider a numerical example as an illustration. — 


T 


, Consider the D integral 


D Ds 


, —]1«ti«]l.. 
CDV x1 VI lzl 


For mt, we find 


— 


Pi bd 
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11-0. 48405.... 


Here the density function |x| has a corner point at r=0. The approximate values of IG 
have been calculated out by three of the methods described above. When the n’s are chosen 


M 
to be odd for Lobatto- -CKebyshev method amid Jacobi-Chebyshev method, and even for 
Simpson-Chebyshev method, better appgoximations are found, which. are listed below. It 


is obvious that the last” method i is most effective ifi this éxhiàple! 本 
Lobatto-Chebyshev Jacobi-Chebyshev Simpson-Chebyshev 
n ' method : method noc _ 3 method: 
3 0. 44444 0.49240 2 0. 49836 
5 0. 46667 0. 48569 mE C7 
7 0. 47446 0. 48429 4 0. 48602 
9 0. 47803 .. 2. 0. 48392 ZEIT. E Ü 
11 0.47993 .,. 0.48388; BE Oe 48457. 
43 0.48106 0. 48381 7 
15 0.48179 . 0448383 ^. ES 48424 
17 0.48228 — 0. 48385 ` ` 
19 0. 48263 0.48387 - | 0. 48413 ` 
21 0.48288. 0. 48389 INE S a DT 
23 0. 48307 0. 48391 12 '., - 0.48409. 
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有 关 高 阶 奇异 积分 的 
Bertrand-Poincare 型 换 序 AX i 


内 容 提要 本文 把 关于 Cauchy 核 寺 异 积 分 的 Bertrand-Poincaré 换 序 公式 推广 到 
高 阶 厅 异 积分 的 情况 . 主要 结果 见 定理 1 至 3, 其 中 十 理 1 世 见 于 文献 ， 但 这 里 的 


表达 方式 和 证 法 均 是 新 的 且 较 简 . 


1957 £F, C. Fox OREI F Hadamard 的 实 域 中 发 散 积分 的 有 限 部 分 概念 (参见 [2]) 
推广 到 高 阶 奇 异 积分 . 在 [3],E4] 中 我 们 曾 作 出 关于 它们 的 推广 的 留 数 定理 以 及 一 些 应 用 . 
王 传 荣 5 曾 给 出 有 关 它 们 替 一 些 人 性质， 并 把 著名 的 Bertrand-Poincate PARF ARTH 
广 到 这 种 高 阶 奇异 积分 上 来 ， 本 短文 将 给 出 一 些 这 种 类 型 的 换 序 公式 ， 其 中 包括 较 简 地 重 


新 表述 和 证 明了 [5] 中 的 公式 eH D. 


我 们 总 假定 工 是 复 平面 中 一 封闭 光滑 曲线 . Ger) FEE EL XL. 上 的 一 函数 ,具有 


足够 高 阶 的 :Helder 连续 导数 . 
首先 我 们 注意 ， ATL EBERT nn BRE TE), 显然 有 
Ns val fa, D ' f, Dar 
tt) t—Hh ° wer), Da 


由 此 立刻 可 得 ;对 任何 正 整 数 MN, WA E ，， 
dr fl,7) d =| dt 可 f.) de 


L (tT—to)"Ji @—t,)” 1 G—t20"] 1 Cr— n)" 
此 可 由 (1) 式 以 及 高 阶 奇异 积分 的 定义 | 
Pt) S. go, gr? aYÉ Ve 
Í, (t— tyre (n— is 5 dt, WEH, BEL, 


而 得 ,因为 (2) 式 相当 于 . 
dr [ D'"D,""!fG,n di (C DID” p Dar 
I, cd. toh d= | LA 下 一 加 
这 里 已 用 记号 D. -2, De. 
”定理 1 . itm, n 为 正 整 数 ， bEL, 则 


i 


dr fan LE TEAS DAA. 
L aol, 《一 Gd = Gn —1)!(n—1)! en Dez f (to sho) 
p ft ,r)dr , 
tha L 《r 一 to)" G—7)"' 


这 里 已 用 记号 D=D,+D,. 
证 用 熟知 的 公式 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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Df Fedar] gam 
一 ] Jk tot 
以 及 Bertrand-Poincaré 公式 ,可 以 看 到 ,(4) 式 左边 等 于 . 
1 | dr j gr Dr fao, 
(m—1)!(a— 1)! Je t~ tz tr 
— 1 
Gn—1)!Q—1)! 
因此 ,为 要 证 明 (4) 式 ,只 需 证 明 
1. T Do Dora, D. jardr | 
GDI! f, af, GnG d r=f a f, (t—to)"(t-—-T)” 
将 此 式 左 端 写 成 ， | u EN 
2 1 (df gr feo 
Ah 7g pG-Di Jm | 
| 1 | d: | DDG DD), 


TnS D aI)! Je ti rt 


wm 一 1 站 mr 一 ! 
LD =o} 


(— gr DPF (to sto) "dob (r—&8)—7) 


(5) 


dr 


T— to 


因为 


k ， 
w= A CDD, — s (6) 
r=0 ^ iE 


- DE Der fion 
ccr LO ea, en rte 


mr Saw) 
= Scr n aor], (cy 
将 求 和 指标 > 改 为 ”一 > 一 1, 上 式 又 可 写 为 


n—1 
-r dż ftrt) 
- `; m--n—r—2 LM LLL — SA Se 
I, nad Chai marl nyt 


r=0 ` 


另 一 方面 ,又 因 
-X (—AYCg"- pi, © 7) 


故 由 (3) 式 与 (5) 式 ,并 作业 似 运算 , 电 可 得 rr Dr 
. romi dr gr^ DG Dar 08 
n- TG DD DGD Se- YC j, SI, E $ 


r=0 
m—l 
dt f(t,7) 
— — ryomdna—r- 2 
un Di D'Cz ef (t—ta)” trr] L Cidr. 
容易 验证 下 一 恒等式 | | 
2—1 


1 — —- 11 十 下 一 7 一 1 
(rT—to)" G-—0" 0 (t> to)" tT (ng)! 


r= 0 


mn—r—2 2 1 | 
十 Sor (t—u)rtr7 gary th (8) 


.O 注意 ,将 1 与 r 互 换 ,(7) 式 也 成 立 . Hoa 


170 MR im 23 Ob IRIURE 79909 7r EB OG E 


将 了 ,I 的 表达 式 代 入 (5) 式 左边 并 利用 人 恒等式 (8), 便 得 (5) 式 . 证 毕 . 
我 们 还 给 出 下 列 不 同类 型 的 有 关 高 阶 奇 异 积分 的 换 序 公式 . 
定理 2 difton€cLHn 为 一 正 整数 ， Li 1 


LF (torte) ， 
EA —to Tyla- 一 人 —to) ] 
l dt ' . fKt,odr u . 
f fadt _] + a. GD， 当 Las 时 ， | 
LG-—tQYJiG-—r:)G—5) fané d dr. 
t,r)dr 
T E aT ZS oot], es emcees (t—ty)" (t—r)’ 
l 当主 一 名 M. 
WE AR ue. 由 (8)(" 一 1)， (5) 以 及 Bertrand- Poincaré 公式 ， "(9) 的 左边 等 
1 ond uu 11;.1. 
| G 5 (n —R)"  6— to)! ee, fawl; t—r t—t, E 


e (ftot). $ 1 

(4 — to)” 2 0,5 Yr ! 
dt fa ‘ade 

N cu o 


Lt—tij (e~t,)tG@—r)” 


-gy ft) ) 


此 即 (9) 的 右边 
用 同样 的 方法 可 证 ,=zo 时 (9) 式 成 立 ， 定理 证 毕 . 


(9) 


XP— Be BK FC), 我 们 将 引进 记号 PL; PRORA BBE t=a 处 的 Taylor 


展 式 的 前 * 十 1 项 ， 
P, GF) Y) 


E (a) (t—a)’, 
Tin ] 


而 把 其 余 项 记 为 . . 
Raat F) =F) — Pits F). 
FEORP, 24 noe 时 右边 不 带 积分 的 项 实际 是 
S Raie, ift.D)/G-g)». 
由 此 立即 看 出 ， 当 一 to 时 ， 它 正好 趋 于 (9) 式 中 当 heh 时 的 相应 项 、 
推论 ia 如 上 , RI 


SS efie, ny") 


7 —un)" 
dz . fa,odr DEOR . 
| dr f  fG,Dd — +l, aal. G-oG-—4» te i; 
Lt—ty)r t—0)(t—n» ; " fad 
g | 
n! 多 fan f. (t—ty)” | G—7)(—1£1)' 


当 让 三 加 BY. 
"TP 后 即 可 得 出 (12) 式 . 
定理 3 tostisn 仍 如 前 ， RI 


(10) 


(11) 


(12) 
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. g . | . (t 一 a rw Gf, 一 Ps CUM 


OnoeSEChls ad 5àp af fad ; 
n ] f ral (t—t)) G—T)”’ E ü Et, By; 


dr f _ fadt —— Dl 
L eu. GO" | z? a . | 203) 
n I C "DES Go sto) —DiF (to st0)3 


dt I fG,o0dr 
Lo 一 和) 人 一 Or 


证 tnt. AIOR, DADANT 


Bato H. 


fn) un ANA fn) 
== J. 条 weal," i—1, di Sf, — dua. 


由 (2) 式 知 ， Jı 中 的 暴 次 积分 本 以 交换 积分 次 序 . PAR ORR, 可 写 
oM oe 3 né 1 TOGDA aY Saef -Fe 2 ` 


J: = 


r=0 | (Ay to 


2j (r—t, yt m 
nl n-r—1 
E 1 dz PACA EM T f.) 
E i icy, eu Saye 2 (to 5) | al, (一 Dy ridt e) 
v _Dif Gsto) 1 ! (uu — 
一 区 2 i OOS -十 了 0 s 
T 2 r 1t —to yt es) ri —n)"" 4 M s! TDrf G1) + 


xê 
一 一 Gud 1K 十 …， 


其 中 未 写 出 部 分 为 J, 中 所 含 累 次 积分 交换 积分 次 序 后 的 结果 , 而 
y Dif (tosto) 


r! r (ty Sto) = Praia, (ty TEC sto)) 9 
r=0 ` 


Kj 


n—ln—r-—|i — r t.t rs 
K, =») 5 CC I HDDS h) 


r=0 s=Q 
n—l k — n 

=D) 2 EN AP 1 CHgh m fs s) 
k=0 r=0 . 
2—1 

一 MA Gh OF FG, 54) =P Pai, t (tos f CtisT)). 
pen m 


于 是 (13) 式 得 证 ， 
再 设 刀 一 上 .这 时 (13) 式 左边 等 于 
. dz fa,0dr NA ar fl, rd 
=D f, (T— to) jr t—to -> C1 1) Í, (r—to cn), (=r) t? 
其 中 第 一 项 累 次 积分 可 交换 积分 次 序 , 而 后 一 项 交换 积分 次 序 时 ， 由 定理 1， 应 添加 下 列 
TX. 


e GET Dif oto) 
= 五 ( 2) C- D'7CtP7 Dif) Dif Gs) ) 


， 
=D S tosto) — DU f o2. 
因此 (13) 式 成 立 . 定理 证 毕 . 
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E nz, 时 的 (13) 式 中 令 t 一 to 时 ， 也 正好 就 是 二 to 时 的 (13) 式 . 

当然 我 们 还 可 考虑 更 一 般 的 积分 换 序 公式 . 例如 , 在 定理 2 中 把 (9) 式 左边 分 母 中 的 
GD REO RARE" S G—D", 利用 (8) 式 ， 也 可 得 到 一 些 类 似 的 但 较 复杂 的 
BK, KBAR. "n 
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ON METHODS OF SOLUTION FOR SOME KINDS 
| OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS 
WITH CONVOLUTION” 


Abstract 


Methods of solution for some kinds of equations containing Cauchy principal value integral 
together with convolution are discussed. The general solutions and the conditions of solvability 
are obtained. s 7 

There were rather complete investigations on the method of solution for equations of 
Cauchy type as well as integral equations of convolution type" 4l, The invertibility of 
Wiener-Hopf operators with discontinuous coefficients was considered in t3]. For opera- 
tors containing, both Cauchy principal value integral and convolution, the ,conditions of 
their Noethericity were discussed in [4, 5] in more general cases. For applications , the 
problem to find their solutions i is very important, In this paper, we give effective methods 
of solution for certain basic kinds of such equations , including» besides the Cauchy. princi- 
pal value integral,, equations with one or two convolution kernels, equations af Wiener- 
Hopf type and dual equations, in normal cases. | . 

Some special kinds of Riemann boundary value problems ‘with discontinuous coeffi- 
cients appear in the course of solution, which are solved in. the same time. It is necessary 
for us to introduce certain new classes of functions in adyance and to point out some of 
their properties. 

The Fourier transforms used i in this paper are understood $9 he performed in L2(— oo, 


T 99) and the functions involved certainly belong to this space. 


$1 Some Classes of Functions and Their Properties 


In [2], the concepts of classes (03; and -{{0}} were introduced as follows. A function 


F(s) belongs to {{0}}, if the following two conditions are fulfilled: 


1) FQG)C€É, that is, it satisfies the Hélder condition on the whole real axis, in- 
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cluding œ, i.e., +00 (notation used in [6 ]}); 
2) FG)€L;C—oo,-cToo). 
FG) € (0) if its Fourier transform 


1 
FG)-Vf-—— N fedt, eee, a.» 
Bro. Nar Ue pu 


25. T EH Vi 


belongs to ({0}}. Qn memes condition, D. ? ye senaghen congition. 2) slightly to 


27 F(s) =o /|s 2 ’ my m vwpere.l | js. sufficiently large 


Then we call F(s)€ ((0)) or icy and fo € (0) Cr (0^. From 2)' it is assured that 
2) is valid. If we strengthen 2)' slightly again to 


2?! FGY€H'(L), i 


and F(co)=0, then we call F (2€ 0) or coy and FOE (0) or MAE From 2)" it is as- 
sured that 2)' is valid. Hence jos a i 
| Co «0C€QODC(UO0). ewer 


For two functions k(t) and f(t), if we use the notation of convolution 


sie., it belongs to H in the neighborhood N.. of co, 


| Ol ("use 
git bee ;开关 fe) e rif dz, Sag E ; 00.2) 
then it is well known that l mE 7 IM G 
mE V D-—KF, 


where K, F are the Fourier transforms of k, f respectively ‘(we always u use ‘the capital letter 
represents ‘the Fourier transform of the ‘corresponding small letter). We know ‘that & f 
(0) implies hx TE (0308, Obviously ^ when at least one of k and f € Oy then k “fE 
(0); when both & and f €(0), then $ * FE (0. l UU 

We also introduce the operator T of Cauchy principal value integral 


=fr) n 
20 sso o TRA ae Lem, .9 


From [1,7], T maps {{0}} and (6) into ‘themselves respectively ahd T=! (identity). 
-We also introduce operators N and S; i BOBS T os 
Nf@M=f(—-), Sf(iD-—f(Osgnt. 0 70.2 
Obviously N?=S?=T and’ SN = NS." mE EN | 


For the inverse Fourier transform operator V^"; 


T VP a]. Poeti TEULES. pyg 0 109 

it is evident that 
«Wo -NV-VN, VÉ—N. > 00 d (1. 6) 
It was proved in [2], that when applying to functions in (0); IM 
STTV C1. 7) 


The following lemma plays an important role; 


Lemma 1. When applying to- functions in {Obs 5 5 52 5 
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yT— —SV, | (1. 8) 
t6. : 
vi Ec = —F(s)sgns. B | — 1.8) 
Ti} —co T— ， 


Proof. From(l. D). T—VSV- and so, by (1.6), _ 
VT— VSV- —NSNV = —N'Sv——Sy. 7 

Note that, from fE (07, (0) or (0), generally we could not assure e that T f belongs to 
the'same class. However, we have | | 

Lemma 2. If f€{0}),(0) or (0) and F(0)=0, then Tf belongs to the same class.. 

Proof. By supposition, Vf € ((0)), ((0)) or (0). From Lemma 1 

-VTf= —F(s)sgns. 
Noting that F(co)=F(0)=0, we know VT FE {{0}}, o» or r (0). Therefore TfE (0), 
(0) or (0). ^ 
! Besides, we nóte that, for the class (0) 62 40) ,"fhe index p is ihvariant, provided 


^ 


1 
2 «uc. 
Moreover, if f(t) Lit eoio), thép; R (9) —0 is actually 
f roaro. UO 


32 Singular Integral Equations With One 
^ . Convolution Kernel. 


Let us s solve the following equation 00A 3 . | ; 
anol” EON ka osea es aoon 


b0, com Re, (2.1) 
where a and b are constants, k.g€ {0} and the unknown function gis required to be in 
(0) too. 

Taking Fourier transforms of both sides of (2.1), by Lemma 1, we get 
(a —bsgris-- K 5538 (5) GG), 
which follows G(0) (0) —0 since G(s) is continudus at’s=0. 


Restricting oursélves to the normal type, i. ex, dc ' 
E —(a--b); Osis«i-oo, ^ m D 
KG DI O NSS 2 Q2 
2 Ae +b), C—O 2 0005s ro 4 TT UM 
we obtain i Uo des 
poz 9 (2. 3) 


a—bsgns+ K(s)° . 
Since G(0) —0 and G(s) € ((0)) , we conclude 66) € don and hence pi is truly the 


unique solution of (2.1) in {0}. | dU 
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“We also see that gE (0) if gE (00^ and pE (00^ if k, gE (0)*, provided p<]. 

Thus, we obtain N 

Theorem 1. If k;g € {0}, in case of normal type, i.e., (2. 2) to be valid. then 
(2.1) is solvable if and only if G(0) =0 and has the unique solution 9—V^!ó in (0) , where 
is given by (2. 3). Moreover, g € (0) implies 9 € (0) and ege (0Y implies p Ex0). 


After simplification, e may be’ written as 
side Uv 


Ko =ef kaoga dr, o D 
whete go—V "Gs, ko=W Ko, in Which 
GG) : KG) "^ l 
a—b’ 520 a—b+KG)’? °°? 
Gos) = , Kos) = (2. 5). 
(* ' GG) Pn | RD ^ s<0 E ' uc 
a+b? s até6+K(s)’ t 


Noting that, although Ko(s) is discontinuous at s=0, it would not influence the property 
ko * go€ (0) since G(0) —0. 


$3 Singular Integral:Equations with: Two 
Convolution Kernels 


Let us solve the equation . 


agin E [^ "KO. Ln "n —€—— Aa hd Og Ode- git), 


640,  —oco«t« Too, (3.1) 
where a,b are again constants, £;,£;,g € (0) and the unknown functions P+ and hence 9 
are required to be in {0}. Here:we have denoted: f - 
pa), 120, ` 0, tO, 
0, t«0; -< =] — pt), t<0. 


y à ci Fr o . $47 7 PELA : Meu at . [E 
Assume that equation (3. 1) has a solution. Taking Fourier transform, by Lemma 1, we 


o=] 


et 
8 usd ' - . H 


(a —bsgns) (s) +K: 24 G2) - Ka 007 G2) — GG), 


where ®*(s) are respectively the Fourier transforms of px (t), which are the boundary val- 


(3. 2) 


ues of the (sectionally) holomorphic function @(z) in.the upper and the lower half-planes 
respectively, and (s) =@* (s) —® s)V. In order. that B+ (s)and then Ø(s) are continu- 
ous at s=0, it is necessary that-6(0)=0, ies, © (0) —4 (0). 
(3. 2) is the Riemann boundary value problem with discontinuous coefficients.. 
$*()—DG)9  G)F FG), ~os <+, (3.3) 
in which we have put 


a—bsgns+K,(s)° ^ |^ GG) 


D(s)= FO= 7 beens -+Ki(s)’. . 


a —bsgns-- K,G)' (3. 4) 
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and restricted ourselves to the normal type case / 
—(a—b), [Xs+ 人 
KG) CU D je. (3. 5) 


—(at+b), —oossxz0,' 

Noting that K5(o9) —0 which implies D(oo) —1 and F (co) —0 since G(oo) —0, we 
know that * 一 co is not a nodal point of the problem. Its unique nodal. point is s=0. We re- 
quire that the solutions of (3.,3) should be at least continuous along tha whole real axis 
and $(e99)—0. . |. a i t ) E mnm 

According to the method used in In, take a continuous branch of log DG) such that 


it is continuous at 5 一 coy e. g.» log D(oo) —0, and denote. 
Y, aif 575 (log D(C-O-logDCFO) ^ 5007 (8.6) 


Then choose an integer x, the index'of the problem, such that 0<a=a—«x<1. Denote 
Y—Y,—&-a-if. Since we require (00) —0, so we get: when «20, the general solution 
of (3. 3) (without considering the behavior of @*(s) at s=0 » for the time being) is 


Lyin ly Q.G). OLP FG. 
6(z) 一 XG) [rco go. Fi , VQ)= p Xd (3. 7) 
where , : 
Qa (2) C Ci b Ca 7 ， (3. 8) 


is an arbitrary polynomial of degree «—1 (in the sequel we understand Q,=0 when «<0); 


when ex—1l, the problem is solvable if and only if the conditions 


* DU 


to Fad B 07 EN 
1 rors ee (3 
are satisfied, and then the problem has the unique solution (3. 7). Here 
ero, ^ Rez>0, 
TT ELE Rez<0, | (3-10) 
` Za Pio 0n 
where | oq ' 
+o "log DO | y= (tte) 
P@)= De 2. pog dts Dole) Dt), (3. 21) 
in.which we have taken the definite branch of 003 
log Do(t) — «log LT Flog Dus uu. (3. 12) 


. tit Q1 uq. 
—0, or, what is the same, log | = tix. It is 
4 ENSE! 


m a . " 1 


provided we have chosen log 


easy to prove E Dos Y 


Xt) = V Doe, Xt) el / VD €t , Le i (3: 13) 


where ~V D,G) exp | Hog Doce) | has definite value. By (3. 17, we get 


+ (5) l RGY y+ oy Quer ls) | 

o G)—5 Fs) +X? G) (WO) + GED m : "n" 
L2 1F() Q. 6s E 
O=- SDE) Tr orot Go n " 
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and thereby 


) Sae) 
D) (s+i)* 


Since: X * (s) is bounded and 0, it is easy to:verify' $* (s),@(s) € L, (— œ, +00) and 


€ H on any closed interval exterior to s=0 ^.^ 


ec FO ecl). oc xe» [vo "9:9 


(3.15) 


The only thing required to be considered is their behavior near s*=0. In order that 
they belong to ( (0)? , they ought to be continuous at s=0. We prove that it is then neces- 
sary for G(0) =0. X a ! 

First, let s—0 be an ordinary nodé, i.e. , 0<da<1:; Then 70. It is known that; in 
the neighborhood of s=0, 


B X* GY)seN.D,Gel?, DOER, . 
wheres by (3.12 l 


V D, Gi0)—exp 4 tenitlog Dé0)),. YE 
Us Do —0) 


(3. 16) 


On the other hand, from [1], § 26, 4°, when s>0, 
cot Yx Yx F(+0 er e 


JD o x faceres C3. 17) 
2i YET “ai sin x D 0) 


where V^" (5) =" (5)/ls I’, Oca! <e and y en. Then, by (3. 16, after simplify- 
ing (3.14), we may get ' 


e To Cs) 
Voe =i 


B+(+0)= CF(+0)—e-™"F(— 0). MM (3.18) 


zs sin 7x 
When s<<0, instead of (3.17), we have o, 
e" _F(+0)  cotYx _F(—0) 


eo oe arsi 
WV(s)= 2i Yr r E m “ooo (s), (3. 17) 
isin Yx D,G-0) 1 D 0) 


en 


and then 


$*(—0)-— — 2  CRCEQ) eFC — 0)3. H ^ (3-18) 


2i sin yx 
On comparing (3.18) with (3. 18)", we know that ® (Cs) is continuous at s=0 if and 
only if (regarding e'52£1) o. , , 
s F(+0)=e"""F(—0). 0 | (3.19) 
And then we have $* (0) 0. Since we require (0) —0, we must also require B (0) 20. 
Returning to (3. 22, we knaw that we must have F (0) 0 and hence G(0) —0. But once 
G(0) —0, we really have $+ (0) =®(0) =0 and. $* (5 , 6) €Hi in the neighborhood of 
s=0, and therefore n (s), BCs) belong to {{0}}. 
Now, let s=0 be a special, node; i i.e. , a0. Then Y—iffs. If 85220, then (3.17) and 
(3. 17)' remain valid, with V" (5) € Ho, i.e. , V" (£0) exist but do not equal to each oth- 
er possibly. In place of (3. 1895’ we have | ` 


Ape 
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Yri 
+ e 一 37 To iĝ, 
p (+0)= ~ Bi gin 2i gin Za A CTO- e F( 9T Pott He 0 lims LUE FAJ, 
where 


IL P &0, 
Tlo, emos 
and a similar formula for $*(—0). In order that ®t (4-0) exist, we must have ¥* (+0) 
= — Ao. And then we are back to (3. 18) and (3. 18)’ and hence again to (3. 19). Thus, 
we have G(0) —0 again. m - 
Once G(0) —0 is fulfilled, then F (0)=0 and therefore V (s) € H near s=0. Thus, in 


order that Ø* (s) is continuous at s=0, the constant term of Q,_1(z)should;take the value 


nun noh! ZEE A itt +. F (tdi. 2i MESE ^ ($9 9i 
Co 一 x -o Xt (1) (3. 20) 
if «Zz1; and an additional condition of NM | | 
Fidi 7 "E 
TEM [x axo "E - (8.21) 


should be supplemented if «<0. When C, is taken to be G 20) or (3. 21) is fulfilled, it is 
readily seen Ø+ (0) =@(0) —0. s ne 

If 8,—0, i. e. , 7-0, then DG) is continuous at s==0. Since 6540, we know at'once 
K,(0) — K,CO)—0.: 'So D()-—1 and hence again we must have F(Q)= 0 and then G(0) =0 
in order that (0) =0. Thus, s=0i is not a nodal point at all. There i is no o problem i in this 


av, 


case. 


In all of the above cases, $*6),0()€ H undoubtedly... 

Thus, we have EN 

Theorem.2. Under supposition, in the narmal type case, ‘equation G.. 1) is possibly 
solvable in class (0) only when G(0) —0. Assume that this is fulfilled. If s=0 is an ordi- 
nary node, then, when the index kZz0 iit always has the solution p EV '®, where ® is giv- 
en by (3.15); when kx —1, it has the (unique) solution as above, provided the conditions 
of solvability (349) are fulfilled. if s=0 is a special node and KO= K,(0), the above 
statements remain true; in case KK, (0) » then, it has the solution as above with Co to 
bë taken as (3. 20) if K>1, "dnd it is solvable as above if and only if the éonditions of solv: 
ability (3.21) and X3. 9) are fulfilled if <0 (the Idtter disappears when k=0). — 

Rémark. In applications, we ofteri have teal equation (3. 1), ‘in which a 二 A is real, 
b=Bi is pure imaginary (0) and ki, ko are red] fünctions. In this case 


A4 (D) FBI 
TAFE (0) FBi 


ri noit el UM 


=. D€EO 


are conjugate to each other, and andere D(—0) —arg D(+0)} so that a is not an in- 


teger. Thus, s=0 is an ordinary node for the real equation (3. 1). e 0H 
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$4 Singular Integral Equation of Wiener-Hopf Type 


In this section we consider the method of solution for the equation 
+00 
op 二 本 | RO += i 7l. kG—De dr gt), 
/ 2x . . 


640, 0<t<+o0, . (4.1) 
where a,b are constants, £,g—g, € (0) and 9 一 Pr is required to be in. 1 (0 }. 

Let k,g€ (0)" Gen. 

On extending(4. 1) to —co<r<0, the right-hand side of (4/1) is augmented with an 
unknown function g_(t). Taking the Fourier transforms of both of its sides, by Lemma 1, 
we get 

Ca—b sgns+K (S)36* (s)=G(s) +87 (s). 
Restricted to the normal type case, i. e. , Ks) satisfying (2. 2), it can be written as (3. 3) 


with 
E 2 E EDEN . 
DG) = sgns-- KG)" FG) =DG)G(s). uu (4. 2) 
Denote 
; "E . at? ， 
Yao =a Fibo = z (log D(+c) 一 log DC— coy} == 


ló =b’ 
where log DG) is taken to be continuous for 0 ‘and s<0 respectivily such that 0<an< 
1. Note that 7..340 since 640. 

Then take Y»=a,t+ifo, 0xa-a,7 «1, Y=a+Fiß asin § 3, being the index of the 
problem. We also have Y0 since 50. 

: Therefore both 50 and s— co are nodes. Note that (co) = Pœ) = 0 since we re- 


quire ®t (oo) —0. 


Let s=co be an ordinary node at first. From [1], we know that, the general solution 


of (3.3) is 


Q.(z) Ww (2) = tozti oF Gd}. 
(t : t zd]. OP Quom 


when, K 之 一 1, where Q.(G) 7 CF Ciz i7 T Cz" is an arbitrary polynomial of degree « and 
X (2) is still given by (3. 10) (D. Since then X^ G)-x* (s/s (X GY)€ HOS), hence we 
write Q.Cz) in(4, 3). instead. of Q.-1(z), which is sufficient for (oo) =0. Moreover, it 


ec-Xcr, (+, (4. 3) 


should be noted that ¥,(z) cannot be separated as, in general, 


Dan LA (f. Fede _ i F (dt 
wo-wo-*co-xj x rer eun D 


because the integrals in the right-hand member may be divergent. When «x: — 2, the con- 


(D However, a factor (s--i)/G-Fi) should be multiplied in the integrand o£ (3; 11). i 


TAE 


Poh 
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ditions of solvability read | 7 

Leer j—2,..,—k. (4. 5) 

In this case, 

Q.G2 | 
Gi) 

Since F (oco) —0, we know that Vi) c VT (s/s D”, d <a and Wy (s)€H in the neigh- 


borhood of s=0. Hence it is sure that or (00) =0. We consider the following two cases. 


OH YOy (4, 6) 


Pita. 


1* Let a.i «1E doas, VG) is bounded and so x* (OY, ()=04/|s l- ) near s 
—oo, And since FG OQ/|s|9), 6* G)-0(|s l^. If P again by p ye know 


X* Gs) Hi G5 soals |7) with e>0 arbitrarily small. Take & such that daoi >, 
Therefore, i in any case, 9'o- 00/1: vemin( > 


2° Let on > L. Since FOEH No ), so, by [1]; § 8， we know that FOJX* G) 
€ H^» = (Neo). In this case, (4. 4) becomes valid, the integrals i in which are convergent 
now, and thereby x* G)V G) EH. ), being of odis I In order to guarantee Lu (s) 


LN 


€ L,C—6o, 4-66) y' we are obliged to take 


S C.= d. aif Edt LEC . B ` IN 
t "2 -aX WEF 


in (4. 6) when «20, that is to say, ( (4. 6) may ‘be written as (3. 14) in this case. When x< 
0, there is an additional condition of'solvability . tune s : 
E Fade... 

-Xt (Gi) 


which should be’supplemented’to (4. 5)'if e<—1. Thug, the coriditioris of solvability re- 
turn back to (3. 9). s DENEN 
Next, let 5 一 cb be a special node: ao — 0, Y. -751/3,,750. In this case， 4. 4). refnains 


valid and the discussion i is the same as 2° above. . 


Thus, ®t (s) satisfies our requirement near 57-00, ot (2 eH and T oo (99) 


(actually being of oals » 1. 


Now we consider the situation near s=0. The discussion i is similar to that in § 3. By 
the requirement $* (--0) —* (—0), we may get (3. 19) agsin.. But.since we'have F(+0) 
=G(0)D(+0) now, it may be rewritten as À 

^ G( EDC+0) — eP DC— 073250. 
By noting that D(—0)/DC+0) =e" and Y —Y,—x350, so 
Dito” DC-03—D&--00 1 —e VAP KO 
and then again we get G(0) —0. | 
The remaining discussions are the same as in. $ 3. But weghould aote that; in ease a... 


me EN aan 
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> 六， if «20, since ®* (s) is then given by (4. 6), the constant term in Q. must be taken 


as | 


Co 一 


13€—1 人 十 cp 
i | F (Dd AD 


2x | 4X * () Gt 
instead of (3.20), and if «<—1, there is an additional condition of solvability 
B 2 a . : EL LF) de 二 A n ou f. “ica 8) 
" b. . =% zOGDC foe "m us. 
Finally we get $*()—0, e*Qel. 
E or oi, 
Futhermore, it is seen that actually $* (s) € (0). 
— This, we obtain E I pU 
. Theorem 3. Under supposition , in case of normal type, the necessary sondition. for. the 
equation (4. 1) to be solvable in {0} (actually in (0)) zs G(0) —0. Assume that this is fu 
effe ctt ' : 
filled. In case s=0 is an ordinary node, if 2l , then it has the general solution p= 
yigt when KZ» —1, where ®*(s) is given by (4. 6 ， ‘and a. 5Y'15 the condition of »olvabil- 


N 


ity when K<- ds if Qu «ll; » it is solvable as above when exo with Ot, given by (3. 10. 


2 
and the condition of solvability ts (3. 9) when K<— -l In. case p= o isg special “node if. Gon 
2-1, Bt is again given by (4. 6) when «20 with the. constant term of Qu taken as (4.8). 
and when Kx — 1, besides (4.5), the condition of solvability (4. 8 should be supplemented ; 


if a<}, then the constant term of Q. in (3:14) should bertakencas (3.20) when: Harel, 


and when K&O, besides (3. 9) , the condition of solvability (3. 21) should be supplemented. 


Remark 1.. ltis seen from the above discussions, when au. in fact» the obtained 


&* € (0) and hence e € (0). hoo up ee ss 
‘Remark 2.. When (4. 1) is a teal equation, as.showr at the end of s » 5 一 0 must be 


4 

an ordinary node. It i is also easily seen that the characteristic Feature for ao > or E 1 
mous a ; 

Denote a=A and b= Bi as ‘before. By definition of. ae， it is obvious that 


_1l1_ A+Bi 


i fa, 


<1. 


ic 


tid i mu 


Ax Bi 


Hence a.. >"> means 4^ arg A—Bi 


2 «2m, i.e. SAMB lies in the © quadrant I or Ny ac 


Yo 


> means A+ Bi lies in the quadrant I or K Gndluding the case A= 0). 


$ 5° Dual Singular Integral Equations 


The above method. is‘applicable to solving the dual singular integral:equations : 
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(C0 faon [Par +f Jl. U'hG-De()dre gi, 0<t<+oo, 
一 -oo 2n 一 co i EN i t AVE, ` ' 
qe 7 bi (He olt) +% w "E i (5. 1) 
ajo) 3 L- EL e t -De(dr- git), 45 一 co<t<<0， B 
-o 2x] ~o 5. LE 


where '2;,b; are constants, & kBE (0) (j—1,2). Find its Solutio p Eto}. Assümé b, sb; 
are not equal to zero simultaneously. 


eal MÁ it E UR 
Rewrite C5. Da as” 


Rin 


(eee *o-—g—9., 
aj0T- bsT wt bk; * w= gto, 
where Pa are unknown functions, to be required belonging to (0) too. Taking Fourier 
transforms, we get 
(a, —bsgns3- K,)0)0—G-r d, 
(a;—b,sgns--K,)42—G--4*. 


Since we require (2 is continuous at s=0, we must have (2(0) —0. Restricted to the 


normal type case: 
—(aj—bj) , OSs t, 
Kj;(s)= DNA Demo, UD (5. 2) 
we then have 
GG)-O G) _ | GG) * (5) 
a,—b,sgns+K,(s) a,—6,sgns+K,(s)" 
Therefore, we should solve the Riemann boundary value problem (3.3) again, in 


which 


QG)-— (5. 3) 


az —b,sgns+K2(s) — _ 
D(s) == a, —b,sens-+Ky(s)’ F(s)= (Ds) —12GCG). (5. 4) 


In order that (2(s) is continuous at s=0, it is necessary that ®*(s) are continuous at s 
一 0 and $*(0) — —G(0). Discussions may be made fully analogous to those in $ 4. Since 
we also require ®*(+0)=@ t—0), we get G(0) —0 again. Hence all the results as stated 
in Theorem 3 remain true and w=VT!N in which Q is given by (5. 3). The only difference 
lies in that Ye or(and) Y may be zero, for instance, Y. —0 if aı/az=bı/bz, in which case 
the analysis will be even simpler. It is also obvious that the solution w in (0) belongs also 
to (0). 

Finally we remark that the methods of this paper may be used to solve the equations 


mentioned above in the exceptional cases. 
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带 复 平移 的 奇异 积分 方程 组 


m x 


ARHETAEWLELEBAGRRIA BM, Lt SEAT BRAS FT 
. 移 的 情况 ， 给 出 了 可 解 的 充分 条 件 和 解 的 级 数 形 式 ， HABA TBR fo HH 
IUS ACE A d JR A 


我 们 在 [1] 中 曾 讨论 过 带 复 平移 的 奇异 积分 方程 ， 给 出 了 唯一 可 解 的 充 包 条 件 以 及 解 
的 级 数 表 示 . 本 文 将 把 这 些 续 果 扒 请 到 方程 组 的 情形 ， 其 中 可 以 含有 一 个 复 平移 , WT ft 
许 其 中 含有 两 个 开 移 { 哥 以 都 是 向 上 平 称 , 也 可 以 二 全 向 于 盖 个 向 下 Mae emus 
于 求解 既 带 复 平移 又 带 未 知 函数 的 共 辆 的 奇异 积分 方程 . 


— BF’ 及 其 性 质 


我 们 将 考虑 实 轴 上 的 函数 类 五 (记号 见 [2]); ANS EE Hy, fi oR 表示 
fGa)€É B. f(t) 20. 一 个 N 维 函 数 商量 CA RA BHR 分 量 都 有 此 性 质 . 设 
EHR A EOIN RBM, RAEI TO 00 
| Tha 2= E por t CER MEM as 
外 , 还 引进 算 子 | 
Tf(z)= 翅 | E dO. (12 
当然 积分 (1. 1) 在 :一 z 处 以 及 无 穷 远 处 都 复 理 解 为 Cauehy 主 值 , 而 积分 (1. 2) 一 般 说 来 在 


RH kh tee AEA, 只 是 当 (OCH HERR AE OWED. - 
AT APA ABCA N 阶 方 陈 , IAN Heime 


PB 


dt, x€R, Im a0." 


ol s Ed -r, 当 Imao " 
0 hf QR, I o 00 P 
2° prela +4, 当 Ima<0, Imp<0 时 ; 

0，“” 当 Kha, Imp RSA ——— 

EE. S EU IgG "E ERE NEM 0 0 ..,9pu a BE 


国家 自然 科学 基金 资助 课题. 


* 


186 fe it Bab 1h NUR E ROH BC KAS 


3° TT^—-T?T', T'TT^—-0, T'T'-0, 
(T*)*= T", 3 Ima>0 时 ; 
(-1"7™, 当 Ima<0 时 . 
4° (CT) f —T'(Cf, n= TEP. 
ro : zd 
Sik NRE, Heo 7 Coup 7- 属 革 
je M Ima>0 时 ， 
T'k= 
一 2， 消 Ima<0 时 ， 
x sors [EEr o memo su 
6 TIPE a us oz A | 
a: a Tod eps Dii er du. Bi koX 
ZI +00), CS re 
特别 地 ， 
MRIS, WIP) be )=0. s coo eui sete ap 


, uU ch, —————— a ee o uU. 
RAS cee I, ARS BUM. win EE 只 要 作 变 换 5 一 CUE ARAN Ps ARM 


可 证 得 . oS Eae gon 
CAE 单个 平移 的 情形 
ROS RRB ED: 00, he 7 
omae p (AIT BEECTD Gah, Tme48, —— 00 050 QD 


"v 村 已 知 的 if 和 未 知 的 qui. 
如 果 f= f(t00)40, BG. 1) 有 解 , 并 记 e. — me), ^as 


aon PE (2.2) 
如 果 A-ic WE. WA. oai A Um 
PRE ORR vee OAS BO fe Et OB 


Bi, id p <9 pi FI FORUM SOT LIS fo por oU, ERB, pet 
A 的 情形 . tn CSR See, er BOTT get ko. 20 RAN SEE A ER Re ATT 
BG. 1) 仍 可 化 归 f oc B tis ER A eA MO. 2 无 解 因而 (2.1) 也 无 
s. 82, MEETA he fa BO RDUM A 


记 m 

ms BA P A— B., (2. 4) 
本 文 将 只 讨论 正则 型 情况 ， 即 恒 假定 det 5770, det 240. Ht, NHBLU AS ME ERO A ate 
RES, 


Rid FCU 21 1 04 


inl 


arms; 
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at=} 2I ET), Br-l clem. Uo (2.5) 
BA, 3; ROU-FBT)9—g (€ E) HEB uu MEINEN 
p= CA' IH-B'T)g. 


将 (2. D KE WCAI+ BT) 9— j 一 CT“p， 立 即 可 知 它 等 价 于 
p= (A*I4B°T)(f-CT'9). 


我 们 先 设 Im a>0. iXHd T" 为 一 向 上 平移 . O 7 
如 再 记 D l | 
F =A IPB, .. E (2.6) 
26 Doug. aC = (A+B C= MER ITAL 0 5 (20D 
则 注意 到 性 质 Jr， MENETES eh RTA aa 
fcr, R (2. 8) 
ARE 7A, EB. 2 
对 (2.8) 作 迭代 , 并 注意 到 性 质 3* 和 4°, 形式 地 可 得 
g=f" +5 reor" VATES (2.9) 
如 对 任意 N 阶 方 阵 c= (ca) RATER 
| el=max $ leale (2.10) 
则 由 性 质 Boon, Bn 
Eeti = tcc i <1 à Uy (2.11) 
a. 9— BUM. (2. 11) 还 可 改 为 re LAM 
i : ECI KIA F ITRE TIPIES 0004 @.12) 
于 是 ， “ye. 11) (2. 12) 成 立时 ，(2. 9) 的 确 是 原 方程 (组 ) 的 解 . 人 
如 果 Im a<0， 即 方程 (2. 1) 中 带 有 一 个 向 下 平移 时 ， 可 类 似 上 述 讨论 而 得 出 (2 1) 的 
解 1 rye 
dp 
这 里 已 记 | pes ge 
s D' —(A' =B OCD C; mE (2.14) 
Ti 5X ER c o ae EH EN 
ap 4D l= ned xt Vol (2. 15) 


或 改 为 | 
| ICH <1/ VO <1 vC ET. oo s 239 


(三 ) 两 个 平移 的 情形 ，， 


本 节 考 虑 奇异 积分 方程 (组 ) 中 含有 两 个 复 平移 的 情形 ,人 … .i 
CAF-HBT +CT EDTA Y 二 :XA3. 1) 
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其 中 万 也 是 N 阶 常数 方 阵 ,， Ima, Imp 均 不 为 零 . ¥,D,A* Bt 记号 仍 同 前 , 并 仍 限于 正 


则 型 情况 . 


先 设 Ima ftl Img RS. 不 妨 设 Ina>0, Im8<0， 仍 按 ( 二 ) 中 方法 ， 易 知 (3. DNSF 


gp =f*—(C'Tt+D'T*)¢, 
其 中 f° ,C' 仍 如 前 ， 而 ' D ° ° 
D'—(A'—B')DE7 D. 
AER, 并 注意 性 质 2"， 形 式 地 可 得 Pon 
p =f" + X calxcUrT"f£|— Y DUT’. 
A. 42.11), (2. 15) MA (2. 12), (2. 16) 同时 成 立时 ，(3. 3) 确 为 (3. D 的 解 . 


KE Ime, Imp AS, 例如 不 妨 设 它们 都 大 于 零 . 这 时 ; MADER, 则 有 


gef DMO TED Ty's! 
n=] 


=DD” 

n=] r+s=0 

(Big T'—D, FHC HAG. 06$; 而 . 
D'=(A'+BD=FADs , - 


lowbrow fi 


且 当 
| Ic +p ESEZ C+D] 
或 改 为 
lc -- Dl «id ertidp 或 者 lcl+ipl<tzl 
时 ,(3.4) 一 致 收敛 ,从 而 确实 是 (3. 1) 的 解 . 


(3. 2) 


(3.3) 


(3. 4) 


(3. 5) 
(3. 6) 


(3. 7) 


247; RE CERO 中 含有 更 多 个 复 平移 时 枉法 原则 上 完全 和 用 ARTE RC 


条 件 会 相 应 ERE. TEE 


ID nA 


APHOLDSR, RET S REBATE BUR BUE ACT ACE MBAR. 


首先 , 我 们 来 求解 方程 


oo «eof RN 十 oo 
apla)+b a+ 十- D 4S aft HD ay tail. ——— 


vot-—J2X ot —xr a 


pu [ 72K sence), 2ER, Ime>0, 


21i] -~t ~x—a 


HP ab e f MAEM M pi HAEA HEM Hid obo) — 9.5828. AR 


(4.1) 有 解 ， 则 必 
~=(a+ton. 二 el iet). 


因此 , 仍 不 妨 设 gum hum0, PE GACH. © te 
将 (4.1) 两 端 取 共 扼 后 ,与 (4. 1)* 一 起 可 写成 方程 级 形式 


(4.1) 


， 如 


(4. 2) 


ur Ez 


alea d 


人 
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(AI+-PT+CT’+DT) 9 =g, | : (4. 3) 
其 中 已 令 ; 、 
J- t 
e "E g£—lg z v (4. 4) 
Aa a d z=] c “| c=(* , p=| 0 0 (4.5) 
“AB al Na él’ ^ \o 07^ 一 


这 是 (三 ) 中 讨论 过 的 带 一 -个 向 上 平移 a 和 一 个 向 下 平移 z 的 方程 组 (N=2). 只 要 求 出 其 解 
e 满足 
$:— ' (4.6) 
者 , Wy=o 便 是 (4: 1) 的 解 ; 反之 , My HE. ON. 则 g 必 是 满足 C4 6 的 方程 (4 1) 的 
解 . 


acc bod a—c b—d 
mE , 三 | _ ， (4. 7) 
b—d a-—c b+d acc 
因此 ， 
A=detY¥=|a|*—|b|*— le|*+ ld}? +2i Im@e—ba), (4.8 
A-detZ. 
我 们 仍 只 考虑 正则 型 情况 , 即 设 4 天 0. 
现在 
ge-| ^ DAI , gil 4 E (4. 9) 
— (ó—d) ate B4d a—c , “ 


| e(a—Z) al | FE@—d) “ab d) 
a ff âo =|. , 

—e(b—d) —f(5—d) Fic) —&a—co 

于 是 由 (3.3) 知 ，(4.4) 的 形式 解 为 : BENE 


l^ (4.10) 


pre’ +Y oc apDCUTURg' — $JD'UTUgt, boc i (4.11) 
n=l n=] : : ac . 
mE gt =(ATI4B'T)g. 0 TE (4.12) 
收敛 条 件 (2. 122 ,(2. 16) 现 在 可 化 为 同一 条 件 
(lel + if )max{]a—c],}b—-d|}<| Al. (4.13) 


现在 我 们 将 证 实 (4. 6) 确 乎 成 立 . 为 此 ,我 们 引进 倒置 矩阵 (包括 倒置 向 量 ) 的 概念 . 设 

M 为 一 矩阵 ， 将 其 各 行 次 序 颠 倒 ， 同 时 双 将 每 一 行 中 元 素 的 次 序 也 凑 倒 ， 所 得 矩阵 称 为 M 
的 倒置 矩阵 ， 记 为 M 例如 ， 车 M 为 一 方 阵 ， 而 
| |o (0. 61 


则 
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Ait, 若 p 为 一 列 向 量 , Wo 539 Wie, 但 其 分 量 次 序 与 2 的 完全 颠倒 . 容易 验证 ,如 
M,N 为 任意 矩阵 ， 则 
(M‘)4=M, M^—M^, (MN)4=MAN4, (M")4=(M4)", (M7!)4=(M4)7, 

只 要 它们 有 意义 . R#X 为 方程 MX=Y BM. W X 为 M^X^—Y^ 的 解 . 这 些 都 极 易 验 
证 的 . 

由 (4.7),(4.9) 易 见 . 
, a (omes, Dsc. sv P ID 
注意 到 由 于 zz; A^—4A,B^——B, RR. Me =e". MERIT g =T, 
所 以 由 (4. 11) SE BERT HE 48 p^ =e, 亦 即 (4.6) 的 确 成 立 . 

因此 ， 当 条 件 (4. 13) 满 嘴 时 , 写 出 (4..11) 的 第 一 个 分 量 =o HARM: 


y=gt + CO D'CVT"g: CUT" )~ DDT”; DEDYWTUgD) (4.15) 


n=] 一 1 
由 (4. 9)， 现 在 
ac atë b+d b—d 
A |] A A A ^A 
| .2 | b—d btd atc aze ' 
A A. A .A 
ü—t até _b+d b—d 
B 1 A A A A , 
| .2 —b—d btd ate < 一 < 
2 A ^ A 
-À' =(hG-A) h btd, > ^ (4. 16) 


则 由 (4.12) 知 ; ef mh" gio. RFC" =(-1)C", RO-1 "CY =D", 
《一 1)"C 如 一 万 各， 因此 方程 (4. 1) 的 解 (4.15) 最 后 可 写 为 . 
y= 有 "+ SOT" --DET"À* ~Di'T"*h* —DIT" kh"), (4.17) 
a=1 
FP Dw" D*"=(DA") MIC, 而 户 ' 由 (4.10) 给 出 , A 由 (4.16) 给 出 . 
我 们 还 可 考虑 另 一 种 方程 l 


-一 一 一 一 +o 十 co oo . 
a(x) +6 pat s PO) E. en OE ot) y 


ol—-z of r 一代 一 a uu 
+ 7: sim Ca), z€R, Ima>0. — (4.18) 

PENES: inse 3x0, WBA DA S 0c i 
(ari lk. ~ 0-2 Ie) 3/Ce 十 二 站 0 £y ?).. i f i 4.19 


THRASH d. € A. 仍 如 前 讨论 ; 可 得 : (4; 18) 等 价 于 方程 (4. 4) 且 要 求 (4.6) 成 立 . 
ixi. A.B 因而 多 ,多 均 同 前 , 但 
e 0 ' 10 f 
c-[ 5°), vel? ^. 4.20) 
Alk C=- D 仍 成 立 , 而 
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. (ci 中 . [^ ME 
C= A, D'— A, (4. 21) 
C: 0 0 DI 
其 中 
Dy =f@+e)+eb—d), Di =—flb+d)—ka~e), (4. 22) 
CD, Cp—DB 0020000 00207 
且 易 见 
cr=| C Ja. p=’ PD) fa, (4. 23) 
Cr" C, 0 0 z” 
所 以 , 解 (4. 17) 现 在 可 写 为 ' 
$—h' + 2 (DETR /MN —Dt DI" 7TTh* /A"} sc | (4. 24) 
THUR | Ct <1, | D* <1 WER 
^C o0 ^ max(le(3—2--704-0|, leG—-D)+Flated|J<lal. ^ ^ (4.25 


以 上 方法 不 难 应 用 于 方程 中 既 含 T 吵 ，T 吵 ， 又 含 Ty, TYR; 由 于 仿 有 C ——D, 
所 以 论证 不 会 有 新 的 困难 ， 只 是 结果 较 复杂 . 
如 方程 中 含有 不 止 一 个 平移 ,也 照样 可 以 讨论 . 
Xs ND EA RE TIE, 这 些 在 原则 上 也 无 特殊 困难 . 
[1] BAN. 某 些 带 平移 的 奇异 积分 方程 ， 武 肖 大 学 学 报 , 1989; (1); 1~8 ， 
[2] 路 见 可 . 解析 函数 边 值 问题 ， 上海， 上海 科技 出 版 社 ，1987 
[3] ”中国 科 学 院 计算 技术 研究 所 编 ,计算 方法 讲义 北京:- 科 学 出 版 社 , 1958 


[4] faurmaxep :PTeopuar Marpuu. (layka), MocgBa, 1966 '' 


ON SYSTEMS OF SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS . 
WITH COMPLEX TRANSLATIONS 


Abstract 


Systems of singular integral equations along the real axis with a single translation or 
two translations are discussed. Sufficient conditions of solvability are obtained and the so- 


lutions are expressed in terms of series. The results are applied to solve singular integral 


equations with a translation when the conjugate of the unknown function also appears. 


[ 原 载 于 高 校 应 用 数学 学 报 ， 1989, 44); 916—524. ] 
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CONVOLUTION EQUATIONS WITH 
REFLECTION AND TRANSLATION SHIFT’ 


Abstract. In this paper. four kinds of integral equations of convolution, type are solved, in 
which the reflection occurs, that is, besides the unknown f(t), f (—1) is also appeared: More- 
over, it is mentioned that the methods ef solution fot two of them are still effective when trans- 
lation shifts, i.e: , f(e+4;) or/and f/( —:— pj). occur in addition. I 


Key words. convolution equation. Riemann boundary value problem, singular integral 


SEN 


equation, reflection, translation shift. 


1. -Introduction .  . . 
: o EAP sun S apiu s 

It is well-known that convolution equations are closely related to Riemann boundary 

value problems or singular integral equations. "1 When there occurs reflection in convolu- 

tion equations, in the related boundary value problems or integral equations reflection will 

also occur. TEE E 

The method of solution for:some ‘kinds; of such equations will be discussed in: this pa- 

er. The method here used is also effective for certain kinds of such equations with a sys- 
tem of translation shifts and reversed ones. 


The variable of Junctions appeared in this paper is taken on the real axis while their 


AS 7 Uu UOS a T 
H "ti - ud ge 


values are complex: ED 
The Fourier transform of á/furietion JQ) € E, oa, oo) will be denoted by F(z): 


to 
7zl fed a. D 
3m 


(that of g) by G(x), etc). Then we have * ^ 
V(ifc-0)-V HSO SE), ' (0.2 
The Fourier transform, of the convolution of k(t) and fO 


F(x)-V(f(iD)— 


faye Kec) feos ] : | 《1. 3) 
Vik x f}=Vk - VE=KE. | a. 4) 


A typical but simple ehuation of the above mentioned type is 


* Project supported by the National Natural Science Foundation of China. 
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AKO BEC Oo [kao f Ga | hf sds 
A] e Ode [ha d: 


=g(t), —oo<t<+oo, e (1.5) 
where A,B,C, D are constants and all the functions appeared, in it belong to class {0} 
which means that their Fourier transforms belong to class. ((0))€ L;C—99, d-090f1H, H 
being the class of Hélder continuous functions (for notation, cf. [1]. 

By taking Fourier transform, (1. 5) is readily reduced to; : 

CA+CK (2) 3 F G2 +B HDH (IF C x1) =G). (1. 6) 
We assume E B l 
A-CK (x) , BDH (1) 
B+DH(— x) 4 十 CK( 一 m) 
(inclüding ACXEo92—0, i.e. , pas B’#0), which is called the normal case of (1. 5). 
Then, we obtain, by (1.6), 


天 0 (1.7) 


A(x) = | 


i |G@ ` B+DH() 
AG) |G(—2) A+CK(— zo | 
Since l/AG)i is "bounded on the whole real s axis, so F(z)EH and hence F(x)€ ((0)). 
Thus, (1.5) has the unique solution fav FG) in (0)... 


FG)-— (1. 8) 


( 


uu 


2. Equations with Two Pairs of Kernels - 


Consider the equation. 


, Af IO T Bf( 


T hf Gs C ba—52 f G)ds 
A 0 ¢ : ! NET Loo hi 


p hi 5 f C-s)ds-- 
=g), 一 co<1 < 十 co， | (2. 1) 


where A,B,C;, D; (j=1,2) are constants and all the fufctions appeared belong to {0}. 


Di 


Jal- ha@—s)f(—s)ds 


Taking Fourier transform, we teduce (2.1) to C's 


AF (GG) T BFC- a3) X C4KyGOF* G2) — CK. GOF (x) 
+D,H\ (2) Ft (—2)—D,H, (2) F- (—2) =G(a), (2. 2) 


where F*(x)are boundary values of the Cauchy type integral 


F@)= "Pena, Inz0, 00 (2.3) 
and it is well-known that F*(z) are the qne-sigec Fourier transforms of f(t): 
Ft e- fener, F- ee f ced. (2. 4) 
It is evident (n o 
F(z) =Ft (x) F(s) . (2.5) 


so that (2. 2) may be written as 
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CAT-C,K,COJF* (2)  CAT-CIKSQO)F" GO E OB DI H GF C^) 
—(BTD,HiGO0F (—x)-—GG). (2. 6) 
This is a Riemann boundary value problem with reflection. 


Note that F(--o9) =0 are required since F€ (to 0)). or, by using 


F(z), _ Ulo 
4l CEDE (@) + F- D» E D 


-o ZX—t m 
(2. 2) may be also reduced to a singular integral equation:with reflection; | 


"EGO yi dt) CIC 
et—ux ri Jo t— 


a(x) F (2) +b(2) F(— Dep "er drm18G), (2.8) 


where 
aG)—2AT CK, G) CK; G), 
bU) - 2B-- DH. GO +D:H;(2), | (2. 9) 
c) 2C, Ki G) - CK), 
d(x)—D, H, (2) —D2H2(2). 
‘To solve (2.3), we replace z by —z in it and let AGa =F), F(—2x))'. Then, a 
system of singular integral equations of dimension 2 in class {{0}} i is Obtained: 
alz) blz) | «| c(x) —dG) ue af GG) |. 
bC—r) alr) d(—x) 一 c( 一 站 -otr G(—2z) 
| (2. 10) 
Similar to the discussión i in n 6. 2 of [2]. we know that dà. nr is solvable iff (2. 10) is 
solvable and its solution may be obtained after the latter is solved. In fact, assume fx) 一 
(9, Cx). (25 Cx ))' is a solution of (2. 10). Then, it is easily verified that £2. (x) = 
C, C— x). C— x))' is also a solution of it and so does COGO) 0 (2233/2. Hénce 


FG) hG) Cu (2.11) 


is a solution of (2.6). Finally, f=V~'F is a solution of (2. D. 

(2. 10), isa characteristic singular. integral equation and its method of solution as well 
as the condition of its solvability is well-known as shown in [3] in case of normal type: as- 
suming A "E | 
a(x)tc(x) | b)FdG) 

b~r) tda) a(—z) Fe(— 一 并 )， ad 
all over the real axis (including z=+00, i.e. , A?—B’0). The details will be omitted. 


p 
Vy 


3. Dual Equation ZU 


Let us now consider the following dual equation with reflection: 


Ag) +B po — D+ & - 


Too 
rf hi —5)g(—s)ds 


—g), 0cr« Too, 
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十 of 
AsgXt) + Bgl —1) E E FE | h:(t—s yo —s)ds 


=g), 一 co<t< 0 0C (3.1) 
Extending ¢ in the first equation of (3. D to ook <0, we get an equation. 


Apt) -B,gC— oc & sede - ^. hie D 


+f e e bs 
where f—(t) is an unknown function in (0) with f- @)=0 when O«t« +œ. Similarly, 
extending t in the second one of (2.-1) ‘to Gee eme have 


As) FB —0 +- m ky 5) G)ds-F ^. hy 5)9 5s 


=F, —e—ee c. 
where f(t) is an unknown function in (0) with fa (4) =0 NEUE 
Taking Fourier transform in both obtained equations and denoting F* =V f+, F7 = 
—Vf., we obtain ^ um EE 
CA; +O. Ki CDDC) HCB ADH: (x2206€6 2) = GGO t+F (x, (3.2) 
CA; T C;K; 2230 GO) + CB; t+ D4H SG) G7 ma) GG) EF' (x). | 
Note that F* (x) are boundary values of the Cauchy type integral (2: 3) where Fx) is giv- 
en by (2. 5). 
By eliminating BZ) i in (3.2), it gives rise to 
A(—x) (Ai CK, (IFT G)—AC- x) CA,+C2K2 (2) JFT @ 
+A) CB: ED Hi(—2) Ft Coa) — AGOCB;H- DEC 2)3F 7 (— 2) 
—AC- a) CA — Ai CK (2) - CK S G02G GO ^ 
—AGOCB, Bj DH C3) DH, —2)IG(—2) (3. 3) 
where A(r) is the coefficient determinant of (3.2); This is a problem similar to.(2. 6), 


Dodd 


which.may bediscussed by using the same: method as shown in:$2. ^ 
4. Wiener-Hopf Equation 
Cut peor ER EEn 


Method mentiohedrabove may be also used to solve the following: Wiener-Hopf equa- 


tion with reflection: ` wa 


ain E nero footer f ht—s)f(—s)ds 
Lan PE AES a Mx 7 aA ay 


J =g0), PLT, (4.1) 
where f(t), g (D. A(t) ELCO, 十 co) and ‘their Sne- -sided Fourier transforms belong to 
Holder continuous class on [0, +œ]. 

By extending t to —oo<¢<0 and denoting /(2— 4G), gg. (t), ho GO) =AC), 


(4.1) may be written as 
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Af + af" kes odst- h Ct—5s) f4 Cds 
+ ax -> + : ma fy 


A/2x 
=g (H-0), 一 co<t<< 十 co， (4. 2) 
where f_(¢) is unknown with /(£) —0 when 一 co<t<0. ium 
Taking Fourier transform intboth sides of (4. 2, we obtain 
CALCK GOJF*GO-D Ht (3)F* (—2=Gt (x) — F-(z), | (4. 3) 


which is again a problem similar to (2. 6). Further discussions will be omitted also. 
.5. Comments 


The miethod of solution used above is also in effect fot equations similar to (1. 6) and 


(3. 1) with a finite set of translation. shifts and reversed ones, namely, 


; » a, farot Fali kj Ke Of Gt det C Feme) 


i=) - 
m hyt— OF Has leo. —oco«t« --oo, a. (5.1) 
and | | | 


» [afata -— ki TERVES Xie Carp) EM 


Dp 十 oo | 
+I Us) f(—s— pds |=gee), OLH 
gI- E oR t. E ou i.e. m 


| (5.2) 
a ， Be pte J ， , | 
2 (arerin t E] Bafet fip 
~ Di te 2 ‘ . da n E 
T A| Mac) fos uos |=g0), cere, 


where Aj, ;-and all the coefficients appeared dre constants; : 
But for equations similari«o (2. 1) or (4. LJ of the same type, the above described 
method is not effective. . 
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Peano Derivatives and 
Singular Integrals of Arbitrary Order 


Abstract. The Peano derivatives äte introduced for functions aloág an arc in the: complex 
plane. Singular integrals of arbitrary order with singularities at its end-points are defined so 
that a unified theory for such integrals and Cauchy principal value integrals i is established. 

Key words. ‘Peano defivatives’ singular integrals óf arbitrary order. ‘Cauchy principal value 


integrals. 
0. Introduction `> 


The finite part of a real integral was introduced by Hadamatd in [1], which was ex- 
tended to complex ones by Fox in [2]. From tlien on, there were many discussions about 
it, for instance in [3,4]. In recent years, it was extended further to the case where there 
exist singularities of higher order at the ends of path of integration? All these investi- 
gations were discussed under the assumption that the higher derivatives involved satisfy 
the Hólder continuity. .. n : 68 ; 

The concept of Peano derivatives will be introduced below, which makes the class of 
functions appeared to be much wider and the condition subjected to the path of integration 
may be weakened. In the main time, the notion of the finite ‘part of a limit is also pro- 
posed, which makes the discussions much clearer. Then a unified theory for Cauchy prin- 
cipal value integrals and singular. integrals of any order in general is established. The re- 


sults in [5,6] are special ones of this paper. 


1. Peano Derivatives 


Let L= ab be an oriented open rectifiable continuous arc in the complex plane and f(z) 


be a function defined on L. Define recurrently | 
fa) fla), puo 
a=k! lim(fa)— 5 Den 0 a)" /Ga))] (R= 1,25...) 
provided that the limit on the right side exists, and fHl(a) is called the Peano derivative of 


k-th order of f(t) at t==a. 
Evidently, f¢a).= /' (a). Nevertheless, the existence of if! (a). (k Z2 2).:does. not 


(1. D 
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“oD 


imply the existence of the ordinary derivative f(a) or those of lower order. For example, 
for 
f= aapt), EL, 

where gC) is continuous but not differentiable at =a, it is obvious that fii(a)=0 but 
f'(a) does not exist. However, if, f® (a) exists, then it-is easily seen that f(ti(a)= 
f^. N MIO o pE f 

lf f(t) has the n-th Peano derivative at t=a and consequently has all the Peano 
derivatives of lower order there, then we say that f(t) belongs to the Peano class of order 


n at a, denoted by f(t) EC P"(a).-.Thus, in: this case, we may write, by (1.1), ` ER 
g 


0-3 Pan a+r aaz O QD 


where z"(f,a;t)-*0 as t —a. In fact, (1. 2? may be regarded as the definition of J (a) 
too. (1. 2) is called the Peano expansion of f(t) at t—a. 
For the relation between the Peano derivatives and the ordinary ones, we have 
Lemma 1. If f OEP Ca), i1. then 
f G) €P"(a) and f'a)e f*H(a) (k=0,1,.-. 50-1). 
Proof. By assumptions. 


rossa S EO @ Gate Ca; Dar 


with rt fa; 1 一 0 as t a. Then, by integrating both sides from a to t along L, we ob- 


tain ae 
rozsot) Pa D (1-2! (as Daa - Cx) 
where. l i 
r "Fras a-pr faye) (ea) den 
Therefore i 


a: t) 


lim r(frast)=lim =0 ` 


ies FEP" a). Hla) = fta) follows from (x ). 
If 


X 


n T ed Da (1.3) 


converges, where f means the integral taken along the arc L=ab from a to b, then f(z) is 
said to belong to Dini class of order n, denoted by f(z) € D'(a). If 
In^ CPaiD|xA|[r—-al^, O«cpxl,t€L, (1. 4) 
where A and Hp are constants, then denote f(t) € H"(a) (Holder class of order n at t=a). 
Evidently, for smooth arc, 
P"(a) 2D'(a)2H'(a). . (1.5) 
We. may define analogously. the. Peano derivatives) Peano expansion and 7" (f 5,4) of f(t) 
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at ¿=b as well as classes P"(52,D"(5) and H” (b). : 

If c is an inner point of L, we may define the backward and the forward (one-sided) 
Peano derivatives of f(t) of order k at =c, denoted by fi" (c) and FEC) respectively. 
Thus, actually a= fa) and fub) =f“). If fF e) fe), then their com- 
mon value, denoted by /!9 (c), is called the (two-sided) k-th' Peano derivative of f(t) at 
t=c. The meanings of the symbols P’.(c),P"(c) sri Cf ,c;2)» etc. are obvious. 


Lemma 1 remains true for t= as well as for r=c. 


2. Singular Integrals of Arbitrary Order : 
With Constant Kernel Density 


Before discussing singular integrals of any order in the general case, we consider first 


those with constant kernel density. When n>1, define 


b dt 0000 dn op 
| i CD. (2:1) 


It may be understood as follows. After the primitive of 1/(t—a)" has been found, the term 
containing lim 1/(7—4a)" ^! —oo which makes the integral divergent is omitted during dou- 
tra . E « . 

ble substitution. . 


Similarly, we define 


^ dt —[* dt> 1: ; 
Ja G—5Y | G—5)" (n—D(a—b)"! >). ， (2. 2) 
If c is an inner point of L, we define 
b dz E c ll 2 1.4 . l 
Í, |+| b y doom) (23) - (2.3) 


The situation is different when n=1. In this case, we assume L has a directed tangent 


Taat ta, issuing from a. The divergence of the integral r Se is due to 
Re log (t —a) —Inlt—a |—— co 

as t-~a, while the increment of Im log(z —a) is finite 

as t describes L from a tob and equal to the angle from. 

T, to ab (Fig. 1), denoted by: 1:* « . DEM 

0,7 (arg (t —a)2,. (2. 4) 

Then we define D ' 


b 
f -dt. in |b—a| ifs. (2.5) 


at—a 
Similarly, assuming L has a tangent T, issuing from 5, 


we define 


dz * dt a 
GIBT J.B In|b—a|—i84. | (2.6) 
lf c is an inner point of L with two one-sided tangents Fig. 1 Singular point at the ends 
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fine: 
- 


T.+ and T. both issuing from c in its positive and negative sides! respectively, then we de- 
ch —604). ' (2. 7) 


[eon | 


Let &, be the angle from T.+ to Te- and Orca be the angle fróm cb to ca ca such that both of 


them lie in [0， 2x] (Fig. 2). When the two angles in consideration are coincident. it will 


be equal to 0 or 2x by using a limiting process. It may be shown that 


. 9. = 84, + Gea . (2. 8) 

Thus, (2.7) may be-rewritten ap. gy 
è di, b—cj,. u , 
iur ic -—n PE | (2.7) 


In particular, if L is a closed Jordan 
contour and oriented counter-clockwisely , 
then, for cE L, we have, by taking any a— 
b Gc) on L, 


dt a ] 
[ume n>l, Ge» 


and 


Lime 


| ip, = (2.10) 
since Oxa==0 in this case, which is identical 
Fig. 2- Singular point at an inner point to the Cauchy principàl value integral in or- 
dinary sense. mE 
The advantage of the definition for singular integrals of any order given in this and the 
next sections lies in that the condition subjected to L is weakened. The smoothness (or 
arc-wise smoothness) for the path of integration is not assumed and hence the so-called 
standard radius as well as the boundedness of the ratio’ for the arc-length to the corre- 


sponding length of the chord!” is not involved. 


3. Singular Integrals of Arbitrary 
Order in the General Case - 


Now we may define singular integrals of any order in general as follows. 
Let ft1) € D'(a) (220). Define 


k) 
『 cos- 34 e acm]. ^S "C ai Dar | (3.1) 


(t— yt 
or, what is the same, 
b n 条 
f Wdt -5 fa) 1 qt @ (In [g.— a| cit) [ 76 MEET ay 


a (t—a)"*! £4 k! (n—k)(b—a)" 
Y 2 C3. 17, 
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as the singular integral of order n+1 for f(t) at t=a, provided that T, exists. 
Similarly, when f()€D"'() (Z0) and T, exists, then define 


f fd — ( fd 
a Q—b)y » Qt —b)t | 
n=l - 
PAD 1 | £00 LL 
=> a OG. Cin |5— a | +i6,,) 
r Abu) ; 
7 +f pod (3. 2) 
If t=c is an inner point of L and: f (£D € Di CO) , then define | 
* fide fe pes s : 
SGH =| +f (3. 3) 
as usual, provided that both 了 .+ exist. In particular, if FAEDO), | then 
f f (dt -5 TON ( i B: j 
a (t—c)"?? 4k! (n—k)N(a—c)"™"*  (b—c)"* 
n] u 
N P (ln E AESTON 0. aiia CU CO stia, “3.4 
For f(t) € DC (—D*G), we have 
[4 FO r= feo) (In| P=") Hian] [ £998, (3.5) 


since r°(f,c3t) =f) — flc). For the special case where L is a closed Jordan contour ori- 
ented counter- -clockwisely , (3. 4) ‘and (3.5) become respectively. 


aj | 
f, Lod. ot xor faa, (3. 4)! 
and . 
b — 
[£e fa de= id. fle y [ ERAO, (3. 5)! 


The latter is identical to the well- known formula for Cauchy principal value integrals. 

In the sequel, we always assume that the tangents at the points of singularity consid- 
ered exist. | ' 

To compare with ordinary derivatives, we have 


Lemma 2. If f'()€D'^ a), nZl. then f) € D'Ga) and 


t Ad __._fO) Fa) | li fG 
aQ—ayt n(b—ay T “nin +3 f Ee. Gay (3.6) 


Proof. By Lemma 1, FAVEP"a). Then, by integration by parts, 
. " t Hd 2i + M 
f@- » f?) (t—a)* 


USD Du k! 
[e :一 | (may 9 
Tr Cn ;t) |? ijt TP 9Q3 D 
t—a «8 i 


which is. convergent since. f° (£) TUM and 7" "(f iast)0 as t—-a. Therefore f (22€ 
D'(a). 


Moreover, since | "nos Coy og 
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fq) 


^ fad _ & k! 
| 一 | (t—a)"t} de— > ki(n—k)(6—a)"™* 
2] b 
,OF 
ni a t—a 


so, by taking again integration by parts for the first integral in the right-hand member, we 


get immediately 


a k] Lg yl 
fF (1)— D Paaa 
at 


^ fd . f» 15 Ma) 1 (k—1)! 
a Gma)" H ntb—ay n > ki@—a)"* 3! G—a)» 
n—i 
Ja) fea dr 
t2 k'(n—k)(b —ay nl n! j.t—a | I, 


By using (2. 1) and simplifying, we obtain (3. 6). 
Furthermore, we have 
Lemma 3. If f° ED), then 
[ ns fdt __ 3 1 Ff?) 
(ay n(n—1):*(a—&) (—a)"* 


k=0 
Pas Ly- Ea. (3.7) 


This may be easily obtained by using (3. 6) repeatedly. 
We have similar formulas for :=b. For example, if f£" (2) € D(5), then 


f fwd S 1 fP) 
a(t—b)"t! Cl n(n—1)e(n—k) (a—b)" 
£6) lL PEO . 
- Satay Th di. (3.8) 


In [5]. (3. 7) and (3. 8) are regarded as definition when fP ()€ HQ». 
For : an inner point con L, if f? G€D«G), then, by (3. n and G. 8), we have 


^ fide -y (a CO) ] 
aQ—c0) PEE nk) ace) (b—e)"™ 


IO — f? G) aml d. » fg) Gu 


n! n! t—c 


444 (3. 9) 


k 
k=] 
In particular, if f” (@)G@DCc), then the second term in the right-hand member disap- 
pears and the resulting formula becomes. the classical one“, 
We may interpret (3. 7) and (3. 8). by introducing the notion of the finite part of a 


limit. Define 


lim f) =lim n{ Fo 


tra G— —a) 


TEM -5 a) (3.10) 


provided that the limit on the right side in the usual sense exists for suitably Cand 
uniquely) chosen constants ao,... ,a, 4. This limit, say my is called the finite part of the 
limit on the left side. Obviously, e, — /3(a)/k ! (An) if f) € P^(a). 

Thus, if f ED (la), n21, then, by formal integration by parts, we have 
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b b f! l 
f fou. Lol dfe +1] Lode (3.11) 


t—a)"* n (t—aY |, n]j.(t—ay 


and get (3. 6) at once by (3. 10). 


4. Further Generalizations 


The Peano expansion of f(t) at t=a is in fact the decomposition of f(t) — f(a) into 
infinitesimals of different orders. Generally speaking, they are not necessarily of integral 
order. In general, fo is said to belong to P^(a) if — 


fO Saar ^a; Ga», EALA L KAn» (4.1) 


k=0 
where a= f (a), Qis... an are certain definite constants (the term with a, — 0 may be 


omitted) with r ^(f ,a3t)—>0 as i>a along L. Here, the branch of 
(t—a)*=exp {Aln|t—a|+idarg(t—a)}, 
or, that of arg(t—a),|,-.=arg T., may be taken arbitrarily, which only influences the val- 
ue of a, (&—1,... n). Then the definition for D*(a) is evident. 
Thus, after 


— 1 
I. Ga) XG a O70 (4. 2) 


has been defined, we may define, for FU) € D*(a), 
è fadt -5 
a Ga) (A, T6 n 


«T rf ait), 


1—a 


+a (In |b —a| -FiQ,) 


(4.3) 
Similarly, the notion of the finite part of a limit may be extended also. Define, for 
f) given on L, 
lim L2 =lim nf 


ta (t—a)»? 


I p AL OF Ag LA, A, ao= f (a) $ (4. 4) 


provided that the limit, say a, on its right side exists for certain set of {A} and (a,). 
Thus, if f (D € Da), A0, then we have the extension of (3. 6); 


^ Gd fü» 4 [52s (dr 


Gray T A A 3] Gee 


Formula analogous to (3. 7) may be derived by recurrence. The situation may be also 


(4. 5) 


extended to the case of singularity at t=% or t==c. These extensions contain the results in 


[6] as special case. 
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(SER MRR 
力学 中 的 应 用 


DE 


关于 不 同 弹性 材料 的 平面 焊接 问题 


m x 
未 文 讨论 不 同 弹 注 科 料 的 平面 溯 接 问题 ， 这 里 设 将 楼 后 的 弹性 城 是 多 连通 的 ， 
且 材 料 间 可 以 相互 套 着 焊接 .: 通 过 柯 西 型 积分 ， 本 文 把 第 一 .第 二 基本 焊接 问题 化 
为 某 种 〈 一 个 未 知 函 数 的 ) 奇异 积分 方程 本 文 证 明了 它们 解 的 存在 和 唯一 . 证 
明 过 程 中 用 到 了 上 述 两 个 基本 焊接 问题 的 唯一 性 定理 ， 后 者 在 本 文中 也 给 出 了 严 
格 的 数学 证 明 ， 文 末 并 举 出 一 些 实际 中 重要 的 例子 ， 


关于 各 向 同性 的 不 同 弹性 材料 平面 焊接 问题 ， LE 径 有 人 研究 过 ?1. Jl. H. IHepman 于 
1943 年 提出 了 在 已 知 外 力 情况 下 (第 一 基本 问题 ), HE. EE IRL LUI Je TE ORE EU ZEB 
一 般 方法 四. 他 所 用 的 方法 比较 复杂 , 即使 在 他 所 考虑 的 有 一 个 洞 的 弹性 材料 中 焊接 上 一 个 
材料 〈 成 为 一 个 单 连 通 域 ) 时 就 已 经 是 这 样 ， 而 且 在 焊接 边界 上 假定 了 两 个 未 知 函 数 ， 于 
是 所 得 方程 本 质 上 是 方程 组 . 后 来 他 对 这 种 情况 又 改 用 了 别 的 方法 以 图 简化 5 , 并 变 成 一 
个 方程 3， 他 对 一 个 多 洞 材料 焊接 一 些 别 的 材料 使 成 为 一 个 单 连通 域 的 情况 只 作 了 一 般 的 
提示 [ 掉 〈( 其 复杂 程度 可 以 想见 )， 而 对 第 二 基本 问题 则 并 没有 讨论 . 

本 文 的 目的 是 要 把 上 述 第 一 和 第 二 基本 问题 ， 在 极为 一 般 的 情况 下 〈 即 焊接 后 的 域 仍 
可 以 是 多 连通 的 ， 且 各 种 材料 间 可 一 层 套 一 层 地 焊接 ) 化 为 一 种 相对 比较 简单 的 奇异 积分 
方程 ， 并 利用 Tr，@，Mannxaennset 中 的 研究 ,证明 其 解 的 存在 和 唯一 ， 这 里 所 用 方法 事实 上 
就 是 从 几 H. Hepa 在 解决 一 个 均匀 材料 的 基本 问题 时 所 用 过 的 方法 9 CRB BOM) 启 
发 而 得 来 的 ， 在 证 明 过 程 中 ， 我 们 还 用 到 了 上 述 两 个 基本 问题 本 身 的 唯一 性 定理 .就 第 一 
基本 问题 的 唯一 性 定理 而 言 , 在 [4] 中 已 应 用 过 ; 但 在 那里 是 从 力学 观点 看 来 自然 地 得 出 
的 ， 并 未 加 以 严格 论证 .在 本 文 8$ P, 给 出 了 这 两 个 定理 的 数学 证 明 . 最 后 〈84) 还 给 
出 了 一 些 特例 . 


$1 第 一 基本 问题 


” 设 有 一 有 界 多 连通 平面 弹性 区 域 S$， 其 边界 工 二 Lo 十 十 … 十 La Amt] 个 互 不 相交 
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的 封闭 光滑 曲线 L (R= 0,1;…,m) 构成 ， 其 中 Lo 是 最 外 层 边界 风 ， 这 个 弹性 区 域 是 这 样 
构成 的 : 它 是 由 p 十 1 种 不 同 (或 有 某 些 相同 ) 材料 相互 焊接 在 一 起 而 形成 的 ， 这 些 相互 焊 
接着 的 边界 是 S 中 p 个 互 不 相交 的 封闭 光滑 曲线 7，,…,7。. 所 有 Le (R= 0,150), 7; 
G= 1,72) 都 假定 有 满足 赫 尔 赛 条 件 (H) 的 曲率 .为 确定 起 见 , 我 们 取 L 的 反 时 针 方 
向 为 正 向 ; Ly. Lu, 的 顺 时 针 方向 为 正 向 , 因此 S RRL 的 左 侧 ; 所 有 7 例如 都 取 反 时 
针 方向 为 正 向 ， 并 记 Y Yer, 

所 有 7; 把 S 分 割 成 p 十 1 个 各 具 同 样 材料 的 子 域 ， 我 们 以 
后 讲 到 S 的 子 域 时 都 是 指 的 这 种 子 域 . 例如 图 1 是 表示 m=2, 
p=3 的 一 种 情况 ， 同 一 子 域 用 同 种 斜 线 表示 . 在 各 子 域 中 ， 弹 
性 常数 < 与 w 一 般 各 不 相同 . WL, 为 边界 的 子 域 的 相应 常数 我 
们 就 记 作 心 ,ms; 在 为 左 〈 右 ) 稠 的 子 域 的 相应 常数 记 作 «+ ， 
ply a7). 于是， 其 中 某 些 记号 虽 不 同 ， 但 实际 上 表示 同一 
值 . 例如 , 就 图 1 而 言 , o= e= =H, m= KT, ep = KT, XT 
上 也 有 类 似 的 等 式 ， 此 外 , 对 S 中 任意 一 点 z COREY LEO 处 相 
应 的 弹性 常数 就 记 作 4; 因此 ， 它 们 是 5S 中 的 分 区 常数 ， 即 在 $ 的 每 一 子 域 中 是 一 
数 @. 

我 们 永远 假定 ， 坐 标 原 点 O 取 在 区 域 S 内 ， 且 在 所 有 72 之 外 . 这样， 例如 在 图 1 中 ， 
kos Ho 的 记号 既 可 理解 为 O 点 处 的 弹性 常数 ， 也 可 理解 为 L。 上 各 点 的 ， 而 不 会 混淆 . 

我 们 还 假设 ， 在 未 焊接 前 ， 在 各 7; 的 正 负 侧 上 还 有 已 知 的 位 移 差 ， 

gg; G)-—Cuj G) tiv ()3— Cus Q)- iv; I, 1EY;, FEL ps 

并 且 假 定 g' DEH. i 

以 上 的 说 明 在 本 文中 将 一 直 采 用 . 

现在 如 果 还 知道 在 世上 各 点 处 的 外 应 力 叉 ， CD) 十 了 CD， 求 弹性 平衡 这 便 是 不 同 材料 
平面 焊接 的 第 一 基本 问题 的 盖 般 提 法 . 

如 果 在 Li adic X,diY, (k51; 0m), nl Konecos 函数 的 形式 显然 是 


eGc)-—d Ay Voss +e), 
(1.1) 


r= ED) f eT Nog (z 24) + Hole): 


其 中 pil) pl) E S 中 分 区 全 纯 ， 而 x L, 所 围 洞 内 的 任意 一 点 ， 这 时 ， 
fai [ ax. Li¥, ds, g—fG) 1€ Li (k=0,1 Mm) oc (1. 2) 


也 是 L LMS OR. EL, 上 我 们 有 边 值 条 件 ， 
| gy ce? POHODIO, (€L. (1.3) 


其 中 C, 是 待定 常数 , 但 不 妨 假设 Co= 0. 我 们 可 以 把 (1. 1) 中 含 对 数 的 项 并 和 人 LOP, 而 得 
Pilz) ,olz) 的 类 似 于 (1. DHR, 这 时 其 右边 就 是 单 值 浮 数 了 . UP, 为 简单 起 见 ， 我 们 


O 如 果 Lo 不 存在 ， 则 只 要 略 加 修改 ， 本 文 所 论 仍 成 立 . 
O 以 后 我 们 永远 约定 ， 用 下 标 的 文字 代表 区 域 3 中 分 区 常数 , 例如 c:,e: 等 等 
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就 假定 所 有 的 X,+iY, (G0, be METE, 从 而 (1.3) 中 的 f() 是 单 值 连续 函数 .我 


们 永远 假定 PG EH. 
在 各 Y, 上 ， 由 于 焊接 的 条 件 ， 我 们 应 应 有 边 值 条 件 : . s 
pttp (D$ Ore Ov ee @, IET, (1. 4) 
afp*G —BfG p OF pg OO —B; ( 97 (OO V O2 2g;0), 
sel tEY;, j=1,"",p, (1.5) 
这 里 为 简单 起 见 , 已 令 | l n 
l 他- 人， 及 © a) 


€— 

于 是 ， 我 们 的 问题 是 要 寻找 在 S "T uz), 使 满足 边 值 条 
件 (1.3)~(1.5) (其 中 Ci 待定 , .但 Co=0). PERM, ARRIAN, C 在 L 上 的 外 应 力主 
力矩 必须 等 于 霉 ， 即 


Re | fod? =o. o 5 ED 

当 zE3S 但 Ey 时 , > | | 
Lf. e) a 

9G) EMET — x dec M ze,’ D. (1.8) 


dO) = 


fg s (1.9) 


oni t— z 
其 中 oO LM-Y 上 的 未 知 函 数 ， 设 其 导数 w (€ H, ili b, Æ RE EX MN, 它们 与 
w(t) 间 有 下 列 关 系 : 


‘1 ail, wit) — tel OE Lj TE e) + fe! (D) tal o» 


h = if wend — ad. EE 07 Q0 
Lh p(z), pce GRA. 8),(1.9) 代 入 (1.3) 中 ， 化 简 后 


,tto. 


DOLI w(t)d log c - xij Cot log li icd ss LE 
j 0 
M egal ze] -cao r, EL, Q.1D 
这 里 我 们 已 添加 了 有 关 bs 的 项 (认为 zo 0), b, 是 一 纯 虚 常数 ， 以 
1 w(t) ao s s . 
b= orl, | e de + ZH (1. 12) 


定义 . 此外， 我们 还 认为 
c = 一 | wds (k= l,enm). ` 05s (B13) 


B eG), y(z) 的 表达 式 (1 8), C. 9) 立刻 可 见 ，(1. 4) 已 告 满足 ,而 把 它们 代 人 (1. 5) 中 
经 化 简 后 ,成 为 s i | 


(at ar + Bt + BF PEE OD a, 


Kx L4 yl — to 


+_ Br 一 , : 
EL— BL (| w(t)d log * = 22] w(t)d log emt +f od; = 
7 vU Eng. k < Ba" D 


nl E 
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—2(af—a;) M —h s efr — BF PE To 和 -| to = | - 
km] 95 7k o =k ER 
=4g;(fo)s t€ Y, (1. 145 
把 (1.11) 与 .14) 合 在 一 起 , 就 成 为 未 知 函 数 w(z) 在 工 十 7 上 的 一 个 奇异 积分 方程 ， 


其 特征 部 分 为 


Alo) oo) 十 BUD sal 4x0) di 一 :0， 


L+r — tg 

其 中 

» LEL, 

At) = 

aj ka; +B +P, t€Y; 

LEL, 
: 0j -—Br +87, t€; 

Sa, AGOXBGOTEL-M-Y 上 处 处 不 为 夫 所 以 我 们 的 奇异 方程 是 正则 型 的 , 且 其 指标 为 
0. 


0, 
EM 


由 于 已 设 PO. (2) 分 别 在 L,Y LEH, HE MSTA, 0) 0 G) € H. 
现 在 证 明 ， 如 方程 (1. 1D, C1. 14) 有 和解， JU bo — 0. 事实 上 ， 由 (1.8), (1.9) 可 知 ， 
(1. 11) 可 改写 为 
1 


e (Og Ot Ob +-42+4| -—C= AW, t€ Li. (1.15) 


pe =p e) WU Hro (0), 


2x ij)» t—z 


其 中 y(z) 是 S 中 的 全 纯 函 数 ， 连 续 到 工 上 者 ， 所 以 ， 
| pedi =- zif deol COED ay = | «cà — «od. 
TEG. 150 PRE d, JEJE L 积分 , 得 
f, Ce od ig a0 f, Co(d XO +64) (2242) 一 2x ib, =| Fai. 


注意 到 (1.7) ， 上 式 中 除 一 2x ib 一 项 为 实数 外 ， 其余 各 项 都 是 虚数 ， H bo=0. 

这 样 , 在 (1. 7) 成 立 的 条 件 下 , 方程 (1. 11),(1. 14) 的 解 必然 给 出 所 提出 的 基本 问题 的 
fit. 而 C, 必须 由 (1. 13) 给 出 ， . 

现在 证 明 方程 (1. 11),(1. 14) 恒 可 解 , 且 解 为 唯一 . 由 于 其 指标 是 0， 由 文献 [8] 可 知 ， 
只 需 证 明 其 相应 齐 次 方程 , 即 当 (4) = 二 0, g()==0 时 ,只 有 和 零 解 . 为 此 , Ro (1) 是 齐 次 方 
程 的 一 解 . 并 设 由 (1. 10), (1. 13),(1. 8), (1. 9) 算 得 的 相应 结果 是 及 ,C2 (E — 1, m2, 
Po) ,Jo(z); HR, HCL. 12) 所 得 的 相应 如 二 0， polz),golz) 是 在 LK 上 外 应 力 恒 为 0.7Y 上 
无 位 移 差 的 条 件 下 所 解决 的 第 一 基本 问题 ( 且 C?=- 0) ， 故 由 唯一 性 定理 (参看 8 3 定理 1 附 
注 )， 有 
Polz)=iezte.,  d&(z)——6. . . (1.16) 
其 中 se 是 5S 中 分 区 实 常数 ，c: 是 分 区 常数 ， 且 C=0, 又 

Caf 十 Bf)ef — (a; -B; 0e; , Caf HB t= (a; + BF ep, j=1,%%,p. 《1.17) 
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所 以 , 这 时 (1.8),(1. 9) 成 为 


etc ul £D B2 20 

1£,z 十 c, 一 UN 十 2 zz,’ 

_ Lf wet) — fw! (2) | w(t) + Fox (1) c 5. 
-z= il dr zu PE 


t—2z t— z 


k=1 


在 (1.18) 中 对 7 EAS to 点 用 Plemelj 公式 , 立 得 
t (to) = ito Cet —6; )+ (ct —6; 2, t; € Y;. 
把 它 代 回 (1. 18) ,(1.19) 中 ,得 


, Lf ol) ^v iz(ef 一 时 ) 十 (cr 一 c7)f dt , «4 HÀ 
ext er gr Lt—z dr 2i 2x1 Farapa z— z, 
— Lf Atoa), 过 cc 和 六 
067 Omit, t—z de 2j 2xi LE >, 之 一 之 
AR ALTE ; 
2 iz(ef — e) + (ef — ejO[ dt 
xi G2 5 iez + c, — A 2xi f, I— 
— Ff dt 


We 一 一 二 + MU 2xi »1—z 


SW FH C1. 18)’, C3. 19》 可 知 ， na, Xz(z) 都 是 S 内 的 全 纯 函 数 ， 且 连 续 到 二 上， 


Li 


现在 引进 记号 : 
b 
1P”() = a — xD, 
-z 
ut) 一 W(t) => tuy 02, 
则 容易 证 明 
lr ef ® WOL 
zl, pa £4 0 PT Ea 0, 2€. 


— Ej 


(1.18) 


(1..19) 


(1. 20) 


(1.18)! 


(1.19) 


(1.21) 


(1. 22) 


(1. 23) 


(1. 24) 


BREA p(t) 5b" GC) FE So S1, SS J& L, iA BY a ME p C), g" Cz) 


nnde 因此 ， 


_ E Lf eO. x od o AG 

0 二 zl, t ere d+ 2, Fl ats Lf 5e t? dt, 
化 简 得 l 
mil, wolt) 


zu, à d = Xi (0) = ite . 
由 此 又 有 
0 一 b$ 一 mal (22a; 十 ^u 7\= 2ieo. 
: Ly 
由 (1.17) 可 知 ，e: 一 0. 
这 样 一 来 ，(1. 21) ,(1. 22) 成 为 
Xi(z) 一 cz 一 ex， Xe(z) 一 一 cz 十 e:， 

其 中 已 令 


(1. 25) 


关于 不 同 弹性 材料 的 平面 焊接 问题 211 


P ct 一:C7 . 
e=5 um dr (1. 26) 
j= 


1 2R r t—z! 
显然 它 是 5S PHARM BR) OG GOES 中 全 纯 ， 又 是 分 区 常数 ， 从 而 恒 等 于 常 
数 ; 令 2=0 代入 (1. 26), 立刻 可 见 eo 二 0, 于 是 由 (1.25)，. l 
XiGO =cos Xal) =— To. | (1. 25)' 
在 (1.23),(1.24) 中 消去 e CO , 并 以 (1. 25) (RA, 得 
l Pte Og ON aa Ge 
把 它 两 端 乘 以 dt 并 沿 L, 积分 ,并 注意 以 都 是 实 常数 ， 立刻 可 知名 一 0. 这 样 ， 
[^ p +p" 1H G) — — 2i To- 
根据 S$。 中 第 一 基本 问题 的 唯一 性 定理 , 可 知 co 一 0， 从 而 6. 一 0. ER. 由 (1. 20) 知 ， 
wolt)=0, 1€Y. aa 
再 像 文献 [11] 第 318 页 下 面 那样 处 理 , 使 可 知 
wolt)=0,: t€ L. 
这 就 证 明了 我 们 方程 解 的 存在 和 唯一 . 


a 


所 谓 第 二 基本 问题 , 边 值 条 件 (1. 4) ,(1. 59498 8 1, 不 过 (1. 3) 现 在 要 改作 
ep Q)—te'G)—90)— fü). tE Lo &—0 lm, (2.1) 
i fG S214CgiQ) Fig), t€ be su osi (2.5 
而 gi -ig. CO L, 上 的 已 知 位 移 矢 量 . 我 们 仍 假定 f OEH. o 
这 次 我 们 令 (zES, 但 E7) " 
1 w(t) 1 we 
pe = z mieni e Made 十 cae - zy. (2.3) 
_ w(t) 4 lo, 1 to Ct) 
Ya) 一 一 > ef, [— zd (— gaj ime zur c 
HO 
Spon + | ne (2. 4) 
其 中 已 令 A c EL, BWR THO G6 79 — S58 Bolo ente ril 


定 . 这 里 请 对 数 仍 任意 取 定 分 支 我 们 还 令 
A, = I, w(t)ds, k=1, m. (2.5) 


将 (2. 3),(2.4) 代 入 (2.1) 中 , 则 得 
E ZE 一 
| „ed log 1— a 


1 ow) a wt) ,- 
X pei lt |, iit «| £L 
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十 zul^ «| 90) d, — f; TL 十 I, aa! 


yt — to 
， wv 2K, m o u to m < 
+ A + ; 22 Ala ity =| Ky +14 — z, E 
= H(t) ^ = eee n 
-fa)—gu|i-idh to Lay k=0, om, (2:6) 
将 它们 代入 (1. 4), 则 所 有 含 a(4) 的 斋 均 消失 , 而 成 为 
“A 
" "EXPL E + gi 
Lot AL log t; — =a) + lHap 
人 二 ” 
_—! 3» Ajlog (it, _ +- fey A 
&; + l£i E k 


ie sig Di bee z- IH, t, € Y. 


易 见 此 式 两 端的 多 值 性 质 是 相同 的 , 亦 即 ， 它 又 可 写 为 


Hit) = [x - X3) Dln - al 


1 1 AA . 
CAT KF rai er 
-lt nen, 
因此 ， 如 果 我 们 即 以 此 式 定义 《2. 1) 4h A BHT, 则 (2. DES BE. “以 下 已 设 如 
此 做 了 . | 
再 将 (2. 32, (2. 4) 代 和 人 (2.5)， 则 得 , 


ata + Pi +B) LL | w(t) 


2T i 


Lx £ — to 


- + g-p +1 
全 Li ext) JD 十 By — Br £ | w(t)d ia to 
Y T1 Y t — 


2x1 peri Lk È — bo 
n + - | “A 

a +l a +1 £d b z 

at ; 
十 rl "EXPL = 2 

at B+ KO BF 

Kh RP 二 
tF ey pis log Cto — za) 


+ 一 
一 PEE Ha- É — EL ; ai Zh(tods to € Y; 


ON 第 一 基本 问题 中 , 如 X; 十 这) 不 为 零 , 也 可 作 类 似 处 理 . 


Nu X 
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但 注意 到 e BF =a}, ERPS TEI T, 所 以 它 又 可 改写 成 
a7 — p} + BF L wt) a, 


mid . x4 — to 


(aj +a; ui +8 Jolt) +È 


Bi B 及 一 后 i toto. 
SQPIED w(t)d log i-e EET vori 


Tl iT, to M, + 
| i 
Kf +) el) ey , i" , . 
Ky + 1^ Kj + 1 rast do TE ， 


= Ahi) + (BIB, )H à) — BER HO, EY, o Q.D 


和 上 节 一 样 ， BBC. 6) (2. DER ou E LEY 上 的 一 一 个 正则 型 奇异 积分 方 
程 ， 指 标 为 0. 

为 了 求证 此 方程 解 的 存在 和 瞧 一 ， 只 要 求证 /二 0, h20 时 其 解 o OSES 

EO EELE GLE EM (OON TOR Aj. E LDUL Po), p O W E 
(2. 3» (2. 4), (2. D AH RR AEM SH S3 定理 2), 便 可 知道 


Tou r 


po(z) 一 ce Pol) =ke Cry BEEN | (2. 8) 
且 有 M 
(f 十 1l)cr 一 (er 十 1)c7， j=l op. (2. 9) 
由 于 gobz) 的 单 值 性 ， 由 (2. 3) 可 知 At=0, B 
n ads = 0, Bo 1, m. (2.10) 
ETT E BENE | 
coef La, . . 2.2 DD 
Draijer t —27 0C : 
_ w(t) | 1. wo Ct) d. twy A DE 
=>) "m pe zil. t—z dt— 2x IN t—z t. 《2. 12) 
由 (2.11), 立即 可 知 | eR ; 
ey) — cb — c, t€Y, (2.13) 


如 果 限定 z 在 Lo 左 侧 的 子 域 8 中 , 于 是 它 就 位 于 所 有 7; 的 外 域内 ， 由 (2. 11) 和 
(2.13), 立即 可 知 | 


2a : L4 t4 ` ie 


QS pom 5 05 zij, zm TEL 004 4814) 

ERAI HENCE S te, 可 见 此 式 对 一 Mees sas. Miel 则 又 
有 

二 一 一 Saja -dr Ap a, de , Q8 


也 对 一 切 >ES RE. 
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d 


‘ ip 4 (E — es (1) Cos tel; 
—id. () =H, eG) Hw (0) + ro ts, t€ La, 
则 由 (2.14),(2.15)， 立即 可 得 DE 

Lf £u - o, d. E NO! 


2rliJ ?— z 2nd], t — x 
因此 yp , (0.9. COS 的 各 个 余 域 中 全 纯 函数 9， (z) ,ys (4) 的 边 值 ， He. (co) =¢, (co) 
=0. 在 (2. 16) 中 消去 wot), WWF 

KP 。 CD 一 ig. 91) —9. (D = 2ikoeo, IL (2.17) 
FES k—0. 此 式 是 Lo SM So 中 假想 弹性 材料 (xo 为 弹 往常 数 ) 的 零 边 界 条 件 的 第 二 
基本 问题 因此 由 唯一 性 定理 , HERA p. (00) — 9. (002 =0, M p G0 — 4. G2) 0 T 
So "P. 从 而 co 一 0. HQ. 16040, w(t) —0 T Ly E. BL A>. 3E C2. 17) dé L, 所 围 内 
域 Sr; 中 零 边 界 条 件 的 第 二 基本 问题 (县 已 知 c 一 0)， CERE — 性 定理 知 ， 
Pilz) =d, Ps (z)=tedis x€Sis k>0. : 
因此 ey) —ie « 0) =idy.. RA C210, 3 立即 可 知 d,— 0. XR ep yo (En. paco. 
4H EROS S. 3 LEA JU c; 实际 上 就 是 co Mcg mo. #8 (2. px cj =0. 
因此 由 (2. 13) 知 ， w(t) =0 T T; E BREED IT CH Y, SNERT, 为 同一 子 域 的 边 
界 )， WW cr —cf-—0. Bim. 9, 有 过 一 0. FH (1) = OF % 上 ,如 此 逐 层 进行 下 去 ,就 
可 证 得 w(t) =0 于 整个 7 上. 
wolt) 二 0 于 LY 上 已 经 证 得 , 问题 完全 解决 . 


$ 3 唯一 性 定理 


我 们 前 面 证 明 中 , 用 了 第 一 和 第 二 基本 焊接 问题 的 唯一 性 定理 ,在 这 一 节 中 予以 证 
Hj. 先 证 下 面 一 引 理 〈 记 号 同 前 两 节 )，、 .— SO 
引 理 wR GOES 中 分 TEER, EL LR AE ha k= Olsem), md Y; E 
%(z) 有 常数 跳跃 : 0. i à 
| (^ OO mg EN, jode 
则 ylz) 在 S 中 是 分 区 常数 : HO=h nodo. sd 
.证 令 


(2. 16) 


dt = 0, zES, 


AG) DET amily, t SES HE t v. 
则 go GO — GO — p GO ARTE S "T: 并 在 六 上 取 某 些 常数 值 ， 从 而 它 本 身 是 一 常数 
(参看 [12] 第 247 页 ). 另 一 方面 , (GO XE S 中 的 分 区 常数 ， 引 理 于 是 得 证 . 
; 现在 来 证 明 第 一 基本 焊接 问题 的 唯一 性 定理 ; “，.: i 
定理 1 如 果 在 也 上 无 外 应 力 ， 在 y 上 无 位 移 差 ， 则 Konoco BTE X. 
p Siete JG) —e td, (3.1) 
其 中 e, 是 分 区 实 常数 , c; 是 分 区 ( 复 ) 常 数 , d 是 常数 ,但 它们 间 满 足下 列 关系 式 ， 
Caf + BF ef = Co; tp ez, 47 (3,2) 
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— Caf +B cf — Bj d= (aj + Bj ej — B; d. (3. 3) 
我 们 说 这 是 唯一 性 定理 , 意 即 ; 这 时 在 $ 中 到 处 没有 应 力 ， 而 除 整个 弹性 区 域 的 刚性 
平移 和 旋转 外 ， 也 无 相对 位 移 存在 . 
证 ”在 定理 傻 设 条 件 下 ， [EH 
fM=0, g(0-0, HPC, 为 某 些 待定 常数 与 文献 E11]， 542 中 证 明 相 类 似 ， 得 知 
Reg'(z)—0, z€S. 
不 要 忘记 , 现在 9 (z) 是 分 区 全 纯 的 ， 由 此 立刻 得 到 (3: 15 的 前 二 一 式 . 
把 它 代入 (1. 3) 中 , 立刻 可 以 看 出 , lz) 在 L ERR Bug Lm oe) 
£r, EA REO: 00 PRU 
eM m -z g= s 7 
rv SERRE. Jo- 一 分 区 常数 ， 


Ice 
再 把 此 式 代 人 《I- 5), 可 见 ^ 
7 su of belt =e; Te Gales pe 2 224 
也 就 是 ，， | 7 ME 
e+e =d 


是 一 常数 , 于 是 得 到 (3. 1) 中 第 二 式 . 
. 最 后 把 (3, DRAT 6); 便 可 得 到 (3.2),C3. 3): 定理 证 毕 
附注 ”由 定理 的 证 明 可 以 看 出 ,，(1. 4) 中 的 所 有 C (k==0,1,* ,加 ) 都 应 wae, HAT 
d. BEA, MORAN ET SE DC LG — PEE, N MOLLIT CEDE 从 而 一 切 
Ci=0, Hd=0. 这 时 代替 (3. 1), (3. 3) ， 就 有 较 简 形式 
定理 2 如果 工 上 无 位 移 , 在 ”上 无 位 移 差 , 则 有 
9 (z) 一 cz， Ylz)= ke Ces . E 2000 (8.4) 


(c? 十 1l)cf = Gj Dc. l (3.5) 
证 MCU 1211, 容易 证 明 pe) =c. 由 了 现在 有 (2 D (CFGD) 一 0)， 立 刻 可 
以 看 出 ， 
$G)—4na. EL R=Osly sm s 0c (03 (3. 6) 
又 由 (1.5), 易 见 yz) 在 7 上 有 常数 跳跃 , 故 由 引 理 ， VORDER 由 (3. 6) 就 可 看 出 ， 
$z)-—x,c, ZES. i 
把 (3. 4) 代 人 (1. OF, (81803. 5)( 且 这 时 (1. 6) 已 告 满足 一 一 其 中 g()=0). 定理 证 毕 . 


$ 4 全 平面 中 的 焊接 情况 ,一 些 特例 


如 果 各 种 焊接 材料 充满 着 全 平面 ， 即 没有 出现 ， 则 问题 特别 简单 Ri «= sobs 
LAVOE AO T Sr (参看 [11], § 36). 这 时 可 设 O “ 


1. D l w(t) + tw! (t) ' 
PO = wih tre, é--ii— à (CD 


TR. 方程 (i. IDRATE, 只 剩 下 方程 (1. 14) ， 而 现在 有 如 下 形式 ; 
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tay +e cH Sotia) 人 | w(t) 1, 


POA ud mtt: 
Ka wd log ae ESE Pew «D IR 


" Em mA rA: E Pte n 
(0 FRE h, t€. 0 (4. 2) 
这 是 一 个 在 Y 上 的 指标 为 0 KENAA RTE wk 

HERG, 2 的 应 用 , 我 们 来 者 虑 两 个 特殊 情况 | 

1. 两 个 半 平 面 的 焊接 

B RRL ME LEPE S TS C2 2. 它们 的 弹性 党 
BIA et, p Aye. We x 辅 的 区 间 1i|<a 上 ,看 种 材料 毒 面 不 平滑 ， 在 x=t 处 ， 
上 、 下 岸 纵 坐 标 之 差 为 h(4) C20 85:0), MAI] >a B, 两 材料 表面 都 是 与 = 轴 相 重合 
的 .. RIBE OEH, 且 自然 要 求 . 

h(a)=h(—a) =0. (4. 3) 


A(t) S$: 
现在 把 它们 洛 整个 轴 焊 楼 起 来, HERRER 


上 的 两 点 焊接 在 一 起 . 为 简单 起 见 ， 并 设 在 = 一 co 


-í 


AT 


52 处 无 应 力也 无 旋转. MARE | 
hi Zlel<a, mM 
BOS E a | EL Br r= ? m" | . mu 


这 时 Ur. HONO s 
(at ban + Bt HB Da) Et SEHE cae 
eT o eec boo. 07 (4.8) 
按照 文献 [12] 的 8 47， 容 易 求 出 方程 (4. 5) 的 唯一 解 为 


ato) =| ga). 


—_i_ 1 
at Bo a B 
rg dd 0C 007 
+ For etl al. 1 一 站 (4. 6) 
把 (4. 6) 代 人 (4. DE, 并 注意 (4.4)， 化 简 后 ， 易 得 


d. AG) + 
EGET x] ace dr Hrest, a 2) 


1 * Att) | 、 - 
LE Wal te an Sees s 
ges te? ae" ads res", 
| $G)- em (4. 8) 
Sth pepe, Mies. 
"ag ` 


或 者 ， MER T nha: à & O(z)='(z), VG) KG. WA 


D 虽然 这 里 y 延伸 到 无 穷 远 ， 不 是 封闭 曲线 ; 但 不 难 证 明 S2 中 的 理论 在 这 里 完全 适合 . WARE HER 
的 合理 性 而 证 实 ， 又 由 (4. 6) ， 当 总 —H Oa, w(t) 5 0005 BL 57 申 的 反常 积分 是 收 敏 的 i 
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lo. f. HOY, wrest 


~ €a*4- B7 m ^ 
Pl2)= 1 “Al (f) "gue apto yra. GT! 
em Brees; o 
rat. D. i 
[E35 iocos e»; rest, . 
FAT) gr (o0 8c gy 
a t ` 一 
arx -1]9()—29 (z), 当 zES 


例 1 设 
AG) Sat, h'G)—— 
S* A.: 
RI, 在 |i|<a BS — E F ABS RIE ANS OR -jp 


间 最 宽 处 为 e， 而 将 此 空隙 连 同 平滑 部 分 上 下 垂直 地 ， ,: 
焊接 起 来 (图 3). s Be une 


2 (4.9) 


容易 算出 ， | | | 
l l | 2€ z—a) - 
Grau 2a + zlog E z € St, 
(a* + pa z+a 
Pz) = Pa (4.10) 


GI ux 2a + zlog : e, TIN 
FOP Xt BX Boss im n sca HAS ER, BUE x. 
lim log i: 0. ， 
我 们 只 来 算出 x 轴 上 即 焊接 处 的 上 .下 岸上 的 应 y] SC AERE m Tr ESSE RIA E, 
FH ot @) of @ HS COEUR JJ, 则 只 要 注意 到 当 |:| <a 时 ,arg =n, 4|t|>a Hf, 


它 为 0, 根 据 熟 知 的 公式 ， 


ial 


ot (4) ot (1) = 4Re Ot (2), 
of (t) oF (t) heir) =2(1b"' +E) h 


容易 得 到 i | 
aL zl doy 
Oy a x Siprl = IB 2a 4-iln mdi (4.11) 
3 l H H 
or (1)= a JE . (4.12) 
2€ 1 1 b 
c5G)- i s six) Mme (4.13) 
0, ` H4 |t| >a. : 


当 eee PAM End, FRR UH Ete aT BUR gt AAAA 
得 , 但 要 注意 这 时 /|<e 时 arg| L5] o n BER | 


ve G), ch) =T) , 


这 自然 在 意料 之 中 ; 而 由 (4. i». 


OT alt ee] 


J. aay 


i—a 
2a+eln fla 
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BETE, HEM at +p ma e p, METIE, pl ot c) nez (DD 
2. 带 圆 孔 的 平面 与 垫 团 的 焊接 
考虑 一 无 限 平面 , 带 有 一 单位 圆 孔 , 其 弹性 常数 为 x- ,x-. 今 在 其 内 焊接 一 实心 垫圈 ,其 
弹性 常数 为 et u^ ; 且 设 在 1==e* 处 ,焊接 点 的 位 称 差 为 oO). Me OCH. 又 设 在 无 穷 远 处 
D—I'-—9. 这 时 方程 (4. DRA 
(at 十 or 十 Br 十 B- delta) + EE EY LO d, 


T1 rl — to 


+ g- + g8- 
十 UU e) a, mdi adt = 4g (t). (4. 14) 
Xl Y t 7*1 Y 
如 果 令 


NI ey, B= EE E aor, (4.15) 
Ani 7 Ami ejz 


暂 把 它们 看 作 已 知 常数 , Wa. 14) 可 写成 
(at +a- +846 dated E], 2D yal gle) A+ Bh) 


. (4. 14) 
这 方程 的 唯一 解 是 
-l 1 1 Lol... ga 
«aorta [nae nil E 
—2 (4 TENE 
grege (AC Boo). | : (4. 16) 
把 (4. 16 半 人 人 (4;15) 中 ,容易 算出 - 
: , A= Oy Bt E af a ‘ae, 
-Le 1 和 
ReB = ey gee 5 ail, gd, (4.17) 
van if =E mH [,e@ae 
tp gt? xi, 
再 由 (4. 1) 和 (4. 16)， 不 难 算出 ， | 
| a A[gO0,. 2 4. "" 
Hi I Tuer g (AC BO, 当 |=|<1， 
p (z) 一 1 " " ; (4.18) 
g 、 7 "EN 
a DES I Silz|>1; 
1 go [o3 LÀ OF 
a teu £m t—z t at -+87 a +28 dt 
` . ! Uf ml : co . 7 : 
dG)— -Pe O, l 当 |z|<1， 
1 Ho» 2B 1 'G)-g'Q) M 
~ at 4 Bo al, t—z dtu B > z , 当 |z|>1. 
i (4. 19) 


NEN 


(D Bete, atm py- 时 , 文献 [13], 3 47. 4 中 曾 讨论 过 ， 不 过 问题 担 法 稍 有 不 同 . 


€ 


e 
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如 果 只 着 眼 于 应 力 分 布 , 则 有 


1 1f dg(D 2B M |, 
sx t—z + at +7?’ 当 |z|<1, 
P(z)= 1 10 de) (4. 18)' 
ag Wj, . 
iul, ZL 一 之 当 |z|>1; 
|. 1 1 dg® Q90) He) , 
a-+ B* xijy t—z T z? | z oC Slzl<1, 
yas 22015 dfdgi 2B 1 bos MET ; 
VG i-r al, ee me FE (4.19) 
ROR 80) vo) "TIME 


:2 z. 


例 2( 同 心 焊接 ) 如果 垫圈 也 是 一 圆 , 其 半径 为 1 十 6, 而 g(t) 二 一 et 由 此 容易 算出 


EN NN MEE 
: soos PE Alesi; ORE ey 
0, 


Melos 
L P IMPSMI 
YG)—3 i 4€ lw 
| ar—p+ tap eb 
由 此 容易 算出 在 1:1 二 1 上 ， 
" =- IE —— a 
m OT TRIB ERST (G- Da T4 《4. 20) 
| AVA BE RE REN (BB NMI, 8 58 


第 1 ER). 

例 3( 偏 心切 触 焊接 ) ” 带 有 单位 圆 孔 的 平面 与 垫圈 
同 例 2。 但 垫圈 的 位 置 放置 在 与 筷 在 :二 一 1 处 相 切 ， 然 
后 沿 ( 孔 的 ) 同 一 半径 上 两 点 相 焊接 (图 4D. 

如 果 不 计 ez 的 项 ， 则 易 证 在 1=e* 处 焊接 点 间 的 距 


离 是 | 
p=eCl+cos 0),' 
， 从 而 位 移 差 m 
ga) —ge'- — (+) (4. 21) 
xh, 把 (4. 21) 45A 4.18, C4. 19)", 可 以 算出 . 
p 2€ COo 
ra= at -+87 a*— pt +287’ 34 |z| <1; : (4. 22) 
0, |» 0 Hizl|1; 
P , 当 lzl<l， 000 
V(z)— 26 O m (4. 23) 
(at +p Ja aa 当 |z| 之 1. 


利用 [11], 8 39 中 的 记号 , 当 = 一 ez 在 垫圈 周边 上 及 孔 的 周边 上 时 ， 不 难 算 出 | 
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D am 2ecos0 — 4E ^ ;i 
a+ 8^ at— Bt+ 287" 
^a 2esin Ó . 
rôt = rü7 = 一 ， 
“十 有 (4. 24) 
ĝg+ — — becos 0 4€ 
a*--B^ at— p++ 2e’ 
69- = 一 一 "^. 


我 们 发 现 , 在 9 一 士 90" 时 ,rr+ 与 例 2 a. 20) 表 示 的 相同 ， 而 在 9 二 0° 时 ， 它 取得 最 大 
(绝对 ) 值 : 
人 | 一 一 ge de 
we atip at — Bt +287’ 
其 中 右 端 第 一 项 可 认为 是 由 于 偏心 的 缘故 , 在 z==1 处 所 产生 的 寿 加 于 应 力 : 同样 , 在 
z 二 一 1 处 也 有 同样 大 小 的 附加 拉 应 力 . 
我 们 还 可 注意 到 , 与 例 2 一 样 , 应 力 状 态 与 « 不 发 生 关 系 ， 即 与 带 孔 平面 的 弹性 常数 
x 无关 (当然 指 精确 到 。 A-OK RO. 
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ON THE PLANE WELDING PROBLEMS OF 
DIFFERENT MATERIALS - 
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Abstract 


The plane welding problems of different materials are discussed. The elastic domain S 
after welding is supposed to be multiply connected, and the materials may be welded one 
interior to another (ef. fig; 1). D. E. Sherman had discussed the first flindamental problem 
when S is simply. cotitiected and reduced it to Fredholm. equations. On assuming (1. 8), 
(1.9) Gupposing the result and vector of the external forces. along any: closed contour of 
the domain to be zero), we reduce the first. fundamental problem. to. singular equations 
(1.11), (1. 14) with one unknown function e(t) (2€ L). As regards the second fundamen- 
tal problem, we assume (2.33 ; (2. 4) and reduce it to equations 42. 6), (227). Under some 
general restrictions, we have proved the existence and uniqueness. of thé solutions of ‘the 
equations in both cases. In the. proofs of. them, we have used. the: uniqueness theorems for 
the fundamental welding problems themselves, which we also give rigorous mathematical 
proofs here. Some examples important ‘in practice are illustrated. at the end of the paper. 


CART RE CAD, 1963, (2): 50~66, mE 校 自然 科学 
学 报 (数学 、 力 学 、 RRM, 1965, 1 (2): 149—163. ab At § 2 改动 较 大 .] 


Di 


222 i BRAEMAR BRK MR 


关于 循环 对 称 弹 性 平面 中 的 数学 问题 


摘 x 
本 文 讨 论 具 循环 对 称 性 〈 或 称 循环 周期 ) 的 弹性 平面 的 第 一 、 第 二 基本 问题 . 
除 循环 对 称 性 外 ， 对 于 弹性 域 的 形状 及 边 值 条 和 件 ， 珀 竹 不 加 特殊 的 条 件 限制 ， 在 : 
这 种 一 般 情 形 下 ， 简 化 了 THepMat-Lauricella 积分 方程 5 使 其 中 代表 :待定 常数 的 项 
达到 最 小 限度 ， 丛 而 使 方程 的 积分 曲线 可 只 限 于 一 个 周期 角 域 中 的 边界 止 .， 
设 有 一 各 向 同性 的 平面 弹性 域 , 无 论 域 的 边界 以 及 边 值 条件 , 都 具有 循环 对 称 性 ， 即 ， 
如 果 绕 坐标 原点 作 2/5 角 的 旋转 Grad), TAPER MER RID ARR. 这 种 情 
况 就 称 首 稀 环 对 称 的 弹性 平面 ， 而 o 一 wm 一 e， PERE OEE 8s 
这 类 问题 包 指 实际 中 相当 广泛 的 一 类 重要 问题 对 手 其 中 的 某 些 特殊 情况 {主要 是 区 
域 的 边界 都 是 回 周 )， 过 去 书 有 不 少 作者 讨论 过 ， 参 看 文献 AC 我 们 这 里 将 讨论 最 二 
般 性 的 问题 ， 对 区 域 及 边 值 条 件 除 上 述 假定 外 ， 不 再 附加 其 他 限制 ， 这 种 问题 原则 上 可 化 
为 [epwan-Lauticella’ 积分 方程 而 解决 (例如 ， 参 看 [5]， $102) ;答应 作 适 当 改 造 , 利用 特 
环 对 称 性 使 方程 简化 ， 这 一 点 在 (2,3) 中 已 注意 到 ， 并 在 某 些 特殊 限制 下 《区域 要 具备 例 
如 对 实 轴 的 对 称 性 ) 成功 地 做 到 了 ， 本 文 就 要 在 最 一 般 情况 下 ， 来 简化 上 述 方程 . 


$1 Konocos 函数 的 表达 式 


我 们 熟知 ， 令 一 pe 时 ， 通 过 极 坐标 表示 ， 应 力 与 位 移 可 表 为 〈 见 [5], 8 39) : 
rr +00= 20 2)~+Bla)); 
60—rr +2 irO= 202 (2) +W(z)Je™, 
2uCv, tive) = (ag (x) —z 9' (z) pe)”, 
其 中 6G)—9' G2), VQ) =P (z) 是 弹性 域 S 中 的 全 纯 函 数 ，p,« 为 弹性 常数 . 
由 于 问题 以 w 为 循环 周期 , 故 当 在 (1.1) 中 把 z 改 为 wz Bb, 所 有 应 力 和 位 移 均 不 改 


(1. 1) 


变 . 
由 (1.1) 中 第 一 式 知 ， 
Re (wz) — Re D(z), 
从 而 
lwz) =P(z)+i6, (1. 2) 
其 中 9 是 某 确定 的 实 常数 ， 由 此 立 得 
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Quz) — ez) [z= 过 |. 
再 由 (1. 1) 中 第 二 式 ,并 结合 上 式 考虑 ， 便 得 " 
Pw) =o). . B (1. 3) 
我 们 再 来 看 eG, $ Co RE (C. Ba. 2», 0. 3) 积 分 , 得 
|^. epQoz)-—$9(G)dtióz-a, . 
| | wfpGoz)-—4 +b, 
其 中 a,5 为 某 二 复 常数 .了 
由 (1.1) 中 第 三 式 , 容易 得 到 


- 


«Gdz+a)+idz—b=0, 


于 是 
6=0, b-—xka. 
所 以 我 们 有 ZEE 
* Pwe), Bu), ^. — 0. (1. 4) 
Q(uz)-—owp(z)-FA. PlozX¥=obl2)te Ay s (1. 5) 


其 中 A= 是 任意 复 常 数 .但 由 于 gp (z) 改 为 8 G)--C. (OMA 9 GO dk CCC 为 任意 复 
BOBO IE, 不 会 改变 应 力 和 位 移 , HEO 5) 中 不 妨 取 A=0, 即 
o wz)=wp (z), d(wz)-—uj(). (1.5)! 
为 了 分 离 出 p (z),y(z) 的 多 值 部 分 ; 我 们 如 下 进行 . 
先 设 弹性 域 S 是 有 界 的 . 因此 它 外 面 必 定 由 某 一 封闭 曲线 Lo 所 包围 H L 的 形状 有 
循环 对 称 性 在 每 一 周期 基本 域 


K 《2 一 Dh, rgz< CADE 


BOA m 个 孔 ， 其 边界 分 别 为 Casa ee Lets WE Lm Layo Lj BABA AN. 此 
Sh, FES 内 部 ， 可 能 还 有 围绕 原点 的 一 一 孔 ， 其 边界 为 zm EEREN AEE. FE Los Loss 


在 So 中 的 部 分 记 作 Lostmei» 于 是 , 弹性 域 S E So 中 的 边界 是 /二 5 L. 我 们 取 Z 的 反 时 


针 方向 为 正 向 ， FILA A ER 此 外 ， SPELLED RR 
是 循环 对 称 的 .， 

图 1 中 画 的 是 *= 2 时 的 一 种 情况 , 图 2 2 a a So. 

由 循环 对 称 性 知 , TE Lo RL, 上 外 应 力主 矢量 均 为 0. 设 在 4 上 的 外 应 力主 矢量 为 
X +Y; FRE La EMAX; iY ow. a E 

在 2 所 围 内 域 中 任 取 一 Ren FE Ly A Pb A HOR o'z; 于 是 


mra 2) KitiyD loge— us) eeu 9 ae) 


(0,1, a—1) 


?G)— Aix 


Q MFg) 9G) 一 般 是 多 值 的 , 这 里 p(ousy dris) BRR. KRE 9 (2) 46 GO 的 值 , SES 中 某 一 确定 
路 径 连 续 变 到 wz 时 便 得 pq (oz) pwr) 而 当 = 连续 变动 时 , 这 一 路 径 也 连续 变形 . 
Q 》) 指 的 是 7 从 1 Am HO, 2 KO Bl n—-1 相 加 . 下 同 . 
jk 
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图 1 图 2 


PO Tq 2) (Xi—iY alog (z— az) + Jo Cz) » (1.7) 


其 中 polz) GOES 中 的 全 纯 落 数 ， 而 各 对 数 可 取 任 意 确定 的 分 支 . 
当 >= 沿 前 述 确定 路 径 变 到 wz 时 ,如果 我 们 这 样 认 为 


| log(we—whz,)=logtz az, 4-2, IE 
则 由 (1. 5, #8 | | | 
po(oz) 一 opo(z) gl wz) mio Gr). 4.9 
Dy (wz)= Doz), Woluz) — a oy) , 19) 


这 样 ， 便 得 lomocoB 函数 的 一 般 表述 式 (1. 6) ,(1. 7) , 其 中 .po(z) ,go(z) 是 满足 (1. 8) 的 
全 纯 函 数 。 | ' . | H 
如 果 区 域 S 是 无 限 的 , BEE Lo REE Ln DEFER MRE, OLD BOR 


P= OFO 7 之 (KH palog Ghz) e GT, | (1. 6) 
yy —-— É _ i Y y E Var. UC + 
VO nO ER) 之 (Xj iV Dogz— aiz) tpe) Des a. 7) 


其 中 卫 , 忆 是 表明 ==ce 处 的 应 力 和 位 移 的 常数 ( 见 L5], $16), Heo Coo), o Coo) P PRI. 
考虑 z 沿 着 辐 角 0 为 常数 的 半 直 线 趋向 or 时 ;我 人 有 ,x oe pat 
| | i e 2D" e. 
但 由 假设 , 左边 是 循环 对 称 的 ， 故 极限 值 也 是 如 此 ,. 即 
OT" ee? = 2D et. à ater a 2 

所 以 我 们 知道 : 24 n2 时 必定 D —0, MA n—2 HAEE. 这 在 力学 上 也 是 明显 的 ; 
M 222 时 , 在 z==co 处 只 可 能 是 全 面 拉 伸 (或 压缩 ); 28 609 2 时 , 却 不 必 有 此 限制 . 

重复 有 界 区 域 时 的 讨论 ， 我 们 仍 可 得 (1. 8), (1. 9) 式 .特别 注意 ;- 当 n=2 时 , o= 
o=—1, FRAC. D 中 出 现 书迷 的 闫 并 下 影响 推导 进行 . :， 、 nl 

我 们 还 指出 ， 当 = 一 0 属于 SHR L RER, MO. DRIA po = AOO.. 
4S 为 无 限 域 时 , e. (o)—44(0)—0. O _ CS 4 
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EH 第 一 基本 问题 


以 后 我 们 将 假定 区 域 S 的 边界 有 满足 条 件 万 m 

REAL EASA X, G)iY C) RAE PS. 由 循环 对 称 假 吝 , 在 ot 处 的 外 应 
A ROS aX +iY,). 不 失 一 般 性 ， RISB EES o FEBNSGHERRONIE: 和 通常 一 
样 , > . 


Af (X;HiYQds;  t€Le 0 50 F 
f= aif OC-HY dds. 1E Lei om P (2.1) 


ifo x, HY. dds, ED 
HH, 21, 上 的 任 一 定点 ， 积分 路 径 取 在 相应 SKARE 我 们 还 把 5 ln AAS, 的 二 


BR arge= + HY ABE ao sbo ident b 
先 来 看 flo) 5 fOWKA. SEE Liit, oe Lys, " 
feni]. C, +i, )ds= “ify (X,-FiY, Jds=wf G), tE Lpa 
RE l 上 外 应 力 主 矢量 为 Xo +iY., Bl . 
| Xi +i¥) = [ic + iY, ds. (2. 2) 
所 以 ， 当 zE Lott, | mE 
f Got) -i[ oc emos niox HYD +of 0). 
同 理 , 设 fri1 卡 的 外 应 力主 矢量 为 Z 
X.u + You! = n (X, + i¥,)ds, NOE 
WH E Ln REE Le DER), ] 
fom DU OC, Y Ode = OC! + Tu) + wf 


或 者 ; CLRAE oS ac d 
flat) = — wi Xa iY nt) 十 wj le). 
由 以 上 所 论 , MRS 


"HYS, M iE Lo 


f fa- -g Keel thas MEL (2. 4) 


fa, | re Las 
则 我 们 便 有 
Pton=of(t), tEL. (2. 5) 
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我 们 将 假定 CORRER H 的 导数 . 第 一 基本 问题 可 化 为 下 列 边 值 问题 : 


e G-Ttre'Q) HO - POE), (2. 6) 
其 中 CQ) 在 每 一 以 及 Lo,Lwt+1 上 都 是 待定 常数 .由 (1.5)' 以 及 (2. 4 立刻 可 知 ， 
Cor) =eC (2). . E 
TÉ, Bien, ë= 76-0; 4 € Ludi, CO —C,4—0; 而 
Md Mi€L, C (2.7) 


所 以 ,待定 常数 的 个 数 比 S 的 连通 数 少 多 

WFRIPNR LL. ARERR. 6. 这 里 我 们 已 知 SORE 5)， 要 求 满足 
(1.5)' 的 全 纯 解 p CO (D BECO), 我 们 暂 只 假定 Co 一 0， 而 不 假定 Co+: 一 0, 也 不 假定 
(2.7) 成 立 , 这 些 都 将 作为 必然 的 结果 推 得 .， 

我 们 将 仿照 IUepwan 的 方法 ,寻求 如 下 形式 的 解 : 


1 (t) 
rrp e REO He sea GR 
Lf eO, ip’ C) Burts | 
9G) oni}, t—z dr aril, L t-—£ MP LAE 'u » (2.9) 
其 中 o8 7a. DE 
PE MD! l 
OS Ee dz’ Na Cz) n(z—whz,)’ . (2. 10) 
而 Bg ,了 ,是 待定 实 常数 : 
Biy=nil pod E—pG»dr, 
sO (2.11) 
Bras =i| pid I pldt, ， 
Lar . 
REPORMA. 


这 里 对 gp (z) 的 表达 式 与 epua HMA AR SES — FE 29 BO JE TEUER A oO BRA 
p(ot) 一 ao 人 (zt)， | o (2.12) 
而 且 还 希望 » EE m 
Ba= E (2.13) 
5 k 无 关 , 在 [2,3] 中 未 注意 到 这 一 点 ， aste Tuto. 并 使 结 RATERS 到 一 
定 的 局 限 性 . 
把 (2.8),(2.9? 代 人 (2.6) 中 , 便 得 


人 
K,= p) 十 下 | etd log E — sof TOLE 
+ 2, Bu (te) + to Ex (to) + DOS 
十 as 十 to L) C Cto) | Six 
= fn). ` : (2. 14) 


如 果 我 们 再 令 
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Cu = 一 中 (CD "ds, to € La, 


yk 


Cdo) = (2.15) 
Cnt 二 一 I, pG»ds, to € Lana ， 
(Co 已 假定 为 零 )， 则 (2. 14) 便 是 oC) 的 一 个 Fredholm 方程 . 
既然 现在 Lo 存在 ,我 们 还 应 有 外 应 力主 力矩 为 零 的 条 件 : 
Ref, fOd-o 或 Ref, Füd-0 (0.16) 
任 取 zxoES，, 在 (2. 1 左边 再 添加 一 项 
| | pra EE (2.17) 
N ` "EE z Co o^ ` dno tod 
其 中 已 令 B 是 一 虚 常 数 ， 
B = zi ODay 20-3; (2. 18) 
这 样 ， 我 们 便 得 另 一 Fredholm 方程， 
Kp Kg B, = B= fo). ( (2. 14)' 


我 们 首先 证 明 ， 如 (2.14)' 可 解 ， 则 必 Bo=0. 这 与 [5], § 103 中 相似 ， 代 蔡 那 里 的 (1)/ 
式 现在 有 paul 


P- 1 


eO Tto POO +s co P0. 


TEES PS Fe BL TA dr, 沿 AL 积分 ， 则 由 (2. 16), 得 
Bo Clog tr" —2z})),=Re ES Mega zo) J, 


= Re 2nni By = 0. 

由 于 By 是 纯 虚 数 , 故 必 By—0. 所 以 , 在 (2. 16) 条 件 下 ，(2. 14)' 的 解 必 是 (2.'14) 的 解 . 

求证 (2. 14) 永远 可 解 ( 因 而 解 唯一 ) 时 ， 可 令 fuo 而 求证 其 解 o (2)=0. 证明 时 与 
HIepMaH 原 证 明 类 似 ， 这 里 只 简略 叙述 之 . 

设 由 MOTAM p ofr Ba “现在 是 eos Bis Gi-0 CAD. — — 
SM REEL po(z iere, m C%=0, CLuaaum0s © 
如 果 令 

ig" (Omm) MB neat) + Bayt — iet acy, 


ig" (2) = po(t) — tpe (t)+ 25 vy c) Peas, 
RI e Cd." (OS MAMRE Ar RE CU A, 县 在 = 处 为 0. 于 是 


O 顺便 指出 ，[5], $ 102 PO RAAHE 已 行 了 ,不 必 像 那里 那样 麻烦 . 
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o= 去 |， br -5Hl, BOY ml ne GD | Bras E . ka -E r 
a» | BOL o, 
=a, re + Bor 
注意 B54 是 实数 , 所 以 
jie = AI. e. Od NE) aD, -B =o. 


以 下 证 明 BY =O, Bayi = 0, c=0 RRE a0 SRLS], § 102. 


dt 
7? 


证 明了 (2, 5)' 的 解 存在 且 唯 一 后 ， 我 们 将 求证 : PO MEG. 5) 时 ， X eco m 


4.12). 为 此 , 我 们 暂 令 


eo (和 一 een, 


而 由 此 算出 的 Bi,… 则 记 作 Base. 由 (2.11)， DEM 
Ban=nif, pad i pani], plwt) wd t — pCot)adt. 


5 十 1 ， 


| Wale" warm Bis o. 


同 理 ， 
Bayi = Batis 
此 外 ， 又 有 
Chast =- Í ob)ds =~ |, pods = whe 
i ， E s bani . n 
[2] 38 , 
Cmt = Cui. l 
由 (2:18) 也 易 见 ; oo MEME | 37 
| uu ED BB 705 
再 注意 到 ogo az 


£a Cuz) 7€; 4 1220. 2a Cuz) ep; a i) 
WA SB th, o" (4) 也 是 (2. 14) 的 解 ; 而 由 解 的 唯一 性 ， 即 知 (2. 12 Jr. 


这 样 一 来 ， 由 以 上 所 论 , 即 知 (2. 13) 也 成 立 ; 且 . Co 一 0， 而 (2.7)? 也 成 立 . 这 时 方 


(2. 14) 就 简化 为 


TEN a 
Ke = po) + 2x eo log TF 一 T Oni 


aal, "pd 2 


| 


“to ; nto to . E 
+ SOB; Nats Qa Ter +: = 
> — 2j ta — £j G — 2")? te” — 2; 


"ON 


"E 2.41 Ct) 


=f? Cto) D 
因为 易 证 


(2. 19) 


“7 
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之 5m" | 
2 Fal) “ao 27940) 一 了 二 可 (2. 20) 
现在 ， 由 (2. 11)， 并 注意 (2. 12) 得 知 | 
B, = ni] pd? — pdt,” j= Lym + l; (2. 21) 


再 由 (2. 15), (2. DA 
0, 一 
M ty E Lot Lmt» 
C» | ras 


= ~nat | eco ads, HM 5€ La. (2. 22) 
这 时 ，(2. 14)' 则 成 为 
Rope Bo E m PU), oos 0t (2,19)! 
其 中 By 可 理解 为 . 
B, = ily, eO, 十 gan 7 (2. 23) 


OPE, 24(2. 5) 满 足 时 , 方程 (2.14)' 的 (唯一 ) 解 也 必 是 (2. 19) BY EEO. 12). 
反 过 来 ， 如果 oGO JS EAE CZ. 12) 的 (2.19)' 的 解 ， 则 也 必 是 (2. 14)' 的 解 ， 因 为 ， 当 
(2.12) 被 满足 时 ，(2. 14)' 与 (2. 19) 的 左边 是 一 致 的 . 总 之 , 第 一 基本 问题 归结 为 求 
(2. 19) 的 解 ， 但 要 解 满足 条 件 (2. 12); 而 且 由 以 上 论证 , 可知 这 种 解 叭 一 , © 

求 出 pl) 后 (从 而 B,,C; RET), FR BM 9 GO pe) B O2. 8), (2.9) 现 在 就 可 写 


成 D 
1 (t) . a 
p) = aul dr pg t Be ks | 
zi], t—z Hs +1 
pla te Gy 4 Bets 
He) = zl, £i zl, 人 zo 
或 者 ,注意 到 er 
ex n—1 1 onm 
zi Lt—z di= 5, 2n aril, eo It—z dt — Ze | te 
等 等 ， 上 二 式 又 可 改写 为 
go) = wee at 3 -5 + Buriz, A (2. 24) 
j=l 
pa -f £p (a Ban 
9G) = ET it o 2xi]ji£—z det A (2. 25) 
AM, AF , 
1 m 1 [5 w* dt _ di 32 7 
ai] eco low F= P= D geile Won mE 
EN nto t” dz zu ld? 
~ 2n pp c up — £ ^ mz sale G E — 7,’ (2. 26) 


@ 注意 ,如果 不 要 求 条 件 (2. 12) 成 立 , 不 能 断定 方程 (2, 19) 有 唯一 解 .: 
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Af eel tet S att — 
2x i|, pwd i—i 2nij,ir—h 74 P= — 2 2x zn tat i, 2d PO) 


n ( tof ti ‘ IN 
一 -一 一 ? M 2 
mil poe eO. (2.27) 


所 以 方程 (2. 19),(2. 19) TAARE. (Ey T RE AEE n 均 限 在 1 上, 我 们 
作 变 换 : 


p (一 全 一 e. 
于 是 o (ot) 0 0). X (| | 
eio - £82, di =, (2. 28) 
WEEN o 为 循环 周期 ， 再 作 保 形变 换 - 
=z”, 


FE cen, =t. B HRA Y, SRS RA E, 于 是 9g1(z)=9, (6)， b Gom OE 
三 中 全 纯 , p10) — p. CO hey 目的 单 值 函数 . 这 时 ， 由 (2. 24), (2. 25)， 并 注意 到 o = 
p. CO nip CO , WE 

pr (Tdr (de 


. 9 O= Fi, rb + t + Banus (2-29) 


2x1 Zi 


7 Cp' (r) — p. (IJ |r Js e. eg 
á D = zu. 8 "napi dr - cJ. I4 dr 


十 Se z + Bass, (2. 30) 
HES =. 这 时 ， aoe om. à. 27), 方程 (2. 19) 成 为 


= 2 一 
2 gh». of 一 alel) dE 


K.p. =p, co + gi]. (Od log. 


2xi HEAR T — To 
nī 1 lz 一 lab 
nm zz e. (0d TT o. 
— > "e 
To d (rls — lm fet e. CO. 
+ |z]* 28 Wr TŒ — To) P. pdt = 5 mil, OF 
A pf- nR + — iS 
+ BEE, TẸ EY G ME 
1 
LE p ~ D, (to) 
oj" ` 
= f, (To), (2.31) 
x8B4 f. -fo- LO, 
， , 0, M tE Yt Ynis 
D. (to) =4 | -4f p. rido, 当 rEy Gels ym), (2. 32) 
To” 


其 中 7 是 六 的 像 , 是 7 上 的 弧 长 ， 且 二 ,nz 的 辐 角 都 取 森 一 r 与 x 之 间 : 而 B; 由 (2. 21) 


关于 循环 对 称 弹性 平面 中 的 数学 问题 231 


要 理解 为 
-i[ ec It Pac + pre EP az (2. 33) 
这 时 ,方程 (2. 19) 就 成 为 | 
R, p. &K.p. +B, 一 一 全 一 一 = frlro), MEY, (2. 31)! 
l C05 — 6.) [To |" 
其 中 
Bl. P ea. "AM (2. 34) 


这 样 , 问题 就 化 为 了 求解 Fredholm 积分 方程 (2. 81 《其 解 一 定 存 在 唯一 ). 求 出 p, (7) 
后 通过 (2.29),(2， 30) 便 得 所 要 求 的 函数 © 

如 果 Len PEE, REETEDA EFIE PAR UR X Ban HOEY. MRL, 不 存在 ,， 则 可 
先 化 为 卫 = 书 一 0 的 情况 ,然后 去 掉 上 面 有 关 B 的 项 及 其 讨论 , 结论 便 成 立 . 


$3 第 二 基本 问题 


第 二 基本 问题 (已 知 边 界 位 移 ) 可 以 直接 用 Ulepuan 的 表达 式 ， 因此 我 们 只 4 作 简 单 说 明 . 
这 时 边 值 条 件 为 | . 
rp -—re-KDO-gO. 1EL, 0057507 (3. 1) 
中 
g) = 2plu(t) T v G)2 
ACABM, Re (CH, A g(ot)=agte). 
暂时 仍 设 Lo Lint ARATE. 令 


p (z) = zl OD |. SY Alog — atz,) + Adogz, 
jek 


Qn i t— 之 
"m =~ £l eode 1 tp (dt ， (3. 2) 
z = anil, t—z 2riJr t— z ; 


— » Aplog(z 一 wtz;) + Adogz, - 
Heb Ay A IRER ABS | 
Ajo], PO) Ide, A=], eds. @ 000 (3.3) 
于 是 就 有 关于 eC) HY Fredholm Z7; 
KP x rolt) 十 zal Pid dog DOR +-+ 


bo, 


@ 注意 , 也 可 求解 (2. 31); 它 也 一 定 可 解 , 但 解 不 一 定 唯一 . 求 出 其 一 个 解 内 (rz) 后 , WBRA (wkr) 也 是 解 ,于 
"—] 
是 p(r) = 》) ph Cote) 便 是 所 求 的 解 . 
pen) . 
©- 显然 4o = 0, RATER AB. . 
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十 2e 2 Aln |to — wzi| 十 2x4onilio| 
j 


Ay ty Ay 
— Lr _ to #9 
to 去 二 we. z; ts gU), to, € L. (3. 4) 
由 HHepwa 的 原来 结果 ， 这 方程 有 唯一 解 ， 由 于 
Aja | e(t) |r ds = 1 ot) | e7* |ds, 


VERS “jh 


A, = | plwt) ds, 
所 以 显然 , 如 果 ORG OHR, 则 2 全 也 是 它 的 解 : 于 是 这 里 (2. 12) 仍 告 满足 ， 因 此 ， 
Ajo Aj, Aj— Ann |, CO tds, ` | 


而 A;— 4. AM Ao=0. 这 样 ， NEG DRD ' : - 


Kop = Keto) + on zi, pd log 5 + on zl, pa) L3 
4 A, Das 1 
十 2e $ Ayetin [to — EM — ^2; ET) 
j 
= & (ty). (3. 5) 


再 就 可 像 8 2 中 那样 ， 把 方程 (3. 5) 化 为 7 EM Fredholm 积分 方程 
TR Lo 不 存在 ， 则 可 按 [63， 定理 3. 12. 2 的 方法 加 以 改变 ， 不 在 此 详 述 ， 如 果 Lec 
存在 ， 则 不 会 引起 任何 困难 . 
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ON MATHEMATICAL PROBLEMS OF ELASTIG PLANES 
WITH CYCLIC SYMMETRY 


Summary 


Here we discuss the first and the second fundamental problems of elastic planes with 
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cyclic symmetry (or, cyclic periodicity). For the shape of the region of elasticity and the 
boundary values assigned to it, we make no restriction except cyclic symmetry. The Sher- 
man-Lauricella’s equation is simplified so that the number of terms in it, representing the 
undetermined constants » is reduced to the minimum. Thereby the lines of integration of 


the equation may be rediiced. t to those  Bouridaries of the elastic region ptesented i in a period- 


ic angular sector. 


[ 原 载 武汉 大 学 学 报 ， 人 《自然 科学 WR), 1964, (2): 1~13.] 
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“关于 周期 应 力 不 面 弹性 基本 问题 


^R € ^ 


本 文 考 虑 了 一 般 的 平面 弹性 问题 ,只 假定 应 力 是 周期 的 而 且 有 界 . 除 此 之 外 ， 
无 论 对 一 个 周期 带 中 所 含 孔 的 个 数 或 其 边界 的 形状 以 及 对 有 孔 边 或 无 穷 远 处 的 应 
力 , 都 不 作 其 他 限制 . 文中 把 Konocos 通 数 的 多 值 部 分 与 非 周期 部 分 分 离 出 来 , 得 
到 了 它们 的 一 般 表 达 式 ; 证 明了 这 时 位 移 必定 是 准 周期 的 ， 并 指出 了 第 一 、 第 二 
基本 问题 的 一 般 提 法 .对 于 有 周期 直线 裂 链 (在 与 周期 方向 平行 的 一 直线 上 ) 的 
情况 ， 本文 利用 周期 Riemann 边 值 问 题 的 解法 作出 了 解答 ; 并 对 一 个 周期 带 中 只 
有 一 个 到 缝 的 特殊 情况 ， 把 解 写 成 了 完全 确定 的 有 限 形 式 . 


关于 周期 应 力 平面 弹性 问题 ， 过 去 已 有 过 不 少 工作 ， 其 中 关于 周期 圆 孔 的 情形 ， 研 究 
的 人 更 多 , 例如 文献 [1 ~ 3]. 对 于 任意 形状 周期 孔 的 情况 ,， Casa 最 初 作 了 研究 ,并 把 问 
题 化 为 Fredholm 积分 方程 (或 参看 文献 [5]). 所 有 这 些 工作 , 或 者 孔 形 比较 特殊 , 或 者 边 . 
值 条 件 比 较 特殊 ， 且 在 一 个 周期 带 内 只 假定 有 一 个 孔 ， 对 位 移 的 可 能 情况 也 很 少 讨论 ， 这 
方面 的 工作 情况 可 参看 综合 论文 [6]. 本 文 则 只 假定 了 应 力 是 周期 的 并 且 有 界 ， 通 过 找 出 
honocos 函数 的 一 般 表 达 式 ,证 明了 这 时 位 移 总 是 准 周期 的 , 并 指出 了 第 一 、 第 二 基本 问题 
的 正确 提 法 . 

关于 平面 中 有 双 周 期 排列 的 孔 的 类 似 问题 ， 过 去 也 曾 有 过 研究 3，Koiter 指出 ， 当 一 
个 周期 趋 于 无 穷 时 ， 问 题 便 成 为 单 周期 情况 ， 但 是 ， 在 双 周 期 情况 下 ， 一 个 周期 四 边 形 中 
孔 边 外 应 力主 矢量 必然 为 零 ， 并 且 也 不 产生 无 穷 远 处 的 应 力 问题 . 因此 ， 双 周期 问题 并 不 

此 外 , 本 文 用 前 文 [9] 中 的 结果 , 求解 了 弹性 平面 中 有 周期 直线 裂缝 时 的 基本 问题 , 所 
用 方法 系 由 Mycxentimeunu 的 方法 〈 见 文献 [10], 81200. 转化 而 来 . 


—. Konocos 函数 的 一 般 表 达 式 


设 弹性 平面 中 有 一 列 以 ax 为 周期 的 孔 ， 其 边界 为 工 , ; = 0, +1, 士 2,…, 并 且 每 一 
L; 中 含有 2 条 逐 段 光滑 封闭 曲线 /四 ,= 二 1,2, sn (图 1); 而 对 于 同一 ,1 G=o, +1, 
十 2，…) 是 周期 地 排列 的 ， 把 i? 简 记 为 h， 取 所 有 曲线 的 上 反 时 条 方向 为 正 向 ， 把 弹性 体 


所 占 区 域 记 作 S-, 把 j 所 围 区 域 记 作 SP+，Sfo+ 则 简 记 为 + ,并 记 S+ 二 Sst. BE 
k=) 


ER e| an 记 作 So. IE Sr 一 So 一 3 
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. BI 
Es- 中 任何 点 = 处 的 应 力 状 态 为 w ,5 位 移 为 D(z) — “十 ip, 大 家 知道 ， 
它们 可 表示 成 | | 


o, + o, = 200) + PGY), ap 


Oy 02 + Bite = EPE HEO 0 1 — Q.D 
2uD = 2u(u + iv) = kp(z) — zp $9'(G)-— 9G). mE (1.3) 


其 中 /为 弹性 体 的 剪 切 弹 件 模 数 , < 是 与 Poisson 比 。 有 关 的 一 个 常数 (1 过 x 过 3); 而 p(z)， 
pe) ES PREZEN) ERRA, HHA Oe) =p e), Vie) — 9 (z) TES" PEM. 

RUBE: 应 力 是 以 ax 为 周期 的 , 且 在 e toi 处 保持 有 界 . 根据 这 个 假定 , REN 
出 L。 上 的 外 应 力 就 是 以 说 明 所 有 孔 边 上 的 应 力 ， 把 上 上 的 外 应 力主 矢量 记 作 X. HY. X 
Bt Lo 上 的 外 应 力主 矢量 就 是 


X+i¥ = >)CK + i¥,). (1.4) 
k=1 nó o th , 
把 z =t ooi 处 的 应 力 记 为 
s= 9,(+ coi), Te = Ty (£ œi), h= az( 士 œi). (1.5) 
由 应 力 周期 性 条 件 ， 考 察 周期 带 Sa 上 的 平衡 ,立刻 可 知 
“; OO-— or= Y/ar, Tt-— T= X/an, . (1. 6) 


此 外 需 注意 , 因为 应 力 在 = =+ ooi 处 有 界 , 由 式 (1. D 可 知 , Re OC) 在 = = ooi 处 
有 界 . Wo = tan(z/a) AT, OG) BRO. 人) ， 于 是 Re 6,00 在 上 一 土 1 处 有 界 ， 由 此 可 见 
t—4^ ED, O 的 正则 点 ， 从 而 出 (zy 在 z 二 十 ooi MAR. VB ”“ 


Pao =o È =P, 
acos? 一 
pug 
所 以 . | 
lim zo (z) = 0. (1.7) 


又 由 式 (1. 2) 可 知 , VCE ci) 也 是 有 界 的 
我 们 希望 找 出 g(x),y(z) 的 一 般 表 达 式 ， 使 它们 的 多 值 部 分 和 非 周期 部 分 都 分 离 出 来 
在 每 一 S? 内 任 取 一 点 x. 大 家 知道 , p (2) 绕 过 洞 SPP+ 的 矢 值 性 部 分 是 
B zx E 1) 
为 了 分 离 出 GO 的 整个 多 值 部 分 ,这 里 不 能 直接 把 上 式 对 &,7 求 和 ， 因 为 这 样 会 得 到 发 散 
级 数 . 由 于 把 上 式 中 的 对 数 因 子 改 为 


log{ 1 — m "P 
时 并 不 改变 多 值 特征 ， 于 是 ,利用 sin[(z 一 xx)Va] WELA EB o. 立刻 知道 ， 


CX, 十 iY, log(z — Em, T jan). 
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p(z) = - REEDS (X, + iY, log sin —— + p'e), (1. 8) 
其 中 gp“ (z) BES 内 的 全 纯 函 数 ， 同 理 可 得 
d) = RED — iY, lag sin + y* (2), (1.9) 
BR g'o BES” 内 全 纯 ， 从 而 
B(z) = -maT D+ + iYa)cot * Lo G» (1.10) 
Vz) = ae ED Ot, — iY, cot Ž *4+Wr(z), 9 9: GID 


PT TEE (z) =e’), V" (2) = ¢" ! (z). 
根据 文献 [5], 8 55 中 的 结果 ， 由 应 力 的 周期 性 可 知 ， | 
D(z 十 an) 一 lz) Fia, Vz Hn an) 一 Pee) — and» (z), 
“站 家 但 由 于 OC+ coi) AA, 立刻 知道 二 0， 因 此 对 应 地 便 有 
| ET (kam) = o Az), E m Bir 
ow (z + am) = V) — anD (z). | | 
1 X kN s 


= ¥"@) 一 dae +1) zk 
a 


+ ar" (z). 
&— 1 sin? 
把 这 两 式 积分 , 注意 t.c 都 是 单 值 的 ， 便 有 
p* (z 十 ar) 一 2”(z) + anf, 


Y (xz 十 ac) 一 y (z) — ane (z) 十 7 : (1. 12) 


= $'G) ÉD PDL Yoo 3 g rae), 


其 中 6， 7 是 某 二 复数 
把 式 (1. 3) 中 的 = 改 为 = + an, 再 与 式 (1， 3) fi. 以 式 (1. 9, (1. 10) 代入， 并 利用 式 
(1.12), 便 得 
2u(D(z + ax) — DG) = aneh — 7. 
如 果 不 计 弹性 体 的 刚性 旋转 ， 则 还 可 认为 上 式 右 边 是 一 实数 .由 此 可 见 ， 这 时 位 移 必 定 是 
准 周期 的 , 即 . 
2pCulz 十 ax) — u(2)) 一 arg， vlz + ar) — v(z) = 0, (1.13) 
其 中 9 为 某 实 常数 .由 前 式 可 知 ， ° 7 
ac 19 
这 样 , ROID 就 成 为 un m : , 
plz 十 ak) 一 2 (z) 十 arp， 
人 Gc tan) = 9 (æ) — ang ' Cz) +.an(KR — q). 


Plz) = g * (22 — Pz, 
polz) = p" (2) + 29 ' (2) — (B — q)z, 
易 见 它们 已 是 以 ax 为 周期 的 在 S~ 中 全 纯 的 函数 .. 


(1.15) 
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现在 利用 x =+ ooi 处 的 应 力 来 决定 8 Allg. BRC 10), (1.11)， 


B(x) 一 一 rate + i¥y cot E ey (2) + B, (1:16) 
V(z) = gre > (X, — 4i¥,)cot = Zk 4 p'le), 
1 x . EE z 
十 2an CK 十 pio + iY] cot : . Z — Z 
asin 
— pd (2) — zp" G)—(Q —xB- qu | (1.17) 


由 于 ØC œi), Yl œ) RR, Br Po! (z) = 9,6), p (z) = VG) 也 有 界 . 再 由 式 
《1.8)， 便 知道 | " 
lim 2@,' (x) 一 0 a < (1. 18) 
”此 外 , 注意 'po(Cz) BAWA, BL E . pci 
a 十 ax) — - Jo(Cz)] = 一 al Lu 一 = 6, Gb "M ^ 


其 中 最 后 的 等 式 是 这 样 得 到 的 : 把 积分 路 径 看 成 从 z 8i, x an 的 站 线段， JE Pa (z) 的 实 部 
与 虚 部 分 开 ， 分 别 应 用 积分 中 值 定理 ， 然 后 令 = -> 士 cci 即 得 . 同 理 , Y(t oi) = 0. 由 此 


WAA pE i), pl oD AH. o 
在 式 (1.1),(1. 2) 中 消去 o;, 并 令 z 一 土 coi, 由 以 上 说 明 以 及 式 (1. 16),(1.17)， 便 得 
64+ it} = F +E + et Rae S (1.19 
SLA, 便 再 次 得 到 平衡 条 件 (1 6); 把 这 两 式 相 加 ， Decay 得 ， 
(4 1)B—g= ti tr .20) 
另 一 方面 ,由 式 (1.16),(1.17), 有 a | 
P oi) Tp 007 
~~ Zax(x 十 1) a Ua $2 200 
于 是 由 式 (1. D 立刻 知道 ， | 
hat o= SE i09. a2. G2) 
由 此 式 可 以 看 出 , hs 不 是 任意 的 ,必须 满足 条 件 
2Y 2Y 
hat ort Ge by ^t ele FD? 
再 由 式 (1.6) 可 以 看 出 ,也 就 是 必须 满足 条 件 = 
h_— h= itt I (1. 22) 


最 后 , 由 式 (1. 20), (1, 21) 便 容易 算出 
a Fleet Day (3 — K)o, I = l4 + Dh — (3— Wo). .23) 
RECREA 2. FRA 7 


= Alhet oy) + — iX iT} 


Sane +1) eetl 
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4 ) eee (1. 24) 
| 4 Zan(e-+1) «二 1 
这 样 , 8,g 都 由 z = 十 cci 处 的 应 力 状况 和 一 个 周期 带 内 孔 边 外 应 力主 矢量 决定 ,而 与 孔 边 
外 应 力 分 布 状况 无 关 . | 

把 以 上 结果 代 回 式 (1. 8) ,(1. 9)， 最 终 便 得 


p(z) 一 一 RE TDL obs sin = ** Be + eot m (1. 25) 
— K , E . 一 £j 
d) 2x(k E D DEX iY log sin = 
i z D. . ge 7 
+ xxi DA 2) CX, + iY,)cot | 
十 (xc 一 8 十 9)z zpo G) + "m (1. 26) 


Seha 3b. 23), (1. 24) 给 出 , 而 po(z) ,yolz) 是 两 爹 以 ax H ARRE S^ 中 全 纯 
的 函数 这样 ,我们 便 分 离 出 了 o , 少 的 多 值 部 分 与 非 周期 部 分 ， 

文献 [11]， $10 也 给 出 了 周期 应 力 条 件 下 9,y 的 一 般 表 达 式 ， 但 没有 分 高 出 多 信 部 分 ， 
又 由 于 没有 假定 应 AUR. 表达 式 中 一 些 常数 间 的 联系 也 就 没有 了 ，， 


=, 基本 问题 的 提 法 


， 第 一 基本 问题 ”已 知 孔 边 工 L I8 RUBIA X,G) + iY,G) 以 及 在 z = 一 ooi (或 z = 
oo ARREARS, RAMEE, 这 及 在 应 力 为 周期 并 且 有 界 的 条 件 下 问题 的 最 一 般 的 
提 法 . 这 时 ， BRC. 6), 0. 22) 知 ， 在 z= 十 ooi (或 = 一 一 cci) 处 的 应 力也 是 已 知 的 ， 从 
而 由 式 (1.23), (1.24), 8 q 地 是 已 知 的 . So ofr 


这 问题 可 化 为 下 列 边 值 问题 : mM a 
e0)Tto' FT ELT SO cO, tEL, (2.1) 
其 中 CG) 在 各 孔 边 上 是 待定 常数 ， 而 
f@) =i 让 cx +i¥)d, rE L 
ERU. 2,0. 26) RARO 1)， 便 得 m v | 
9g. + GDP D+ -fDTCO, | 7 ^ (22) 
其 中 已 令 v | 
f 1 -- . . t— z; 
fo = ante + Dy TD 2 hat iY, log sin = z 


LER 


i 
2x(« + 1), X (Xi 十 Ys) log sin! 


+ ance + Ls Sion 十 o cot * ^a 


— (B+ Bot — (kB — B -- qt 4- f@). (2.3) 


© 与 文献 [10], $41 相 比较 , 等 式 右边 多 了 一 个 负 号 ， 这 是 因为 弹性 体 在 工 正 向 右 侧 的 缘故 . 
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这 里 Ao) 显然 已 是 上 的 单 值 函 数 ， 至 于 CO, re LPN, 所 取 常数 不 都 是 独立 的 , € 
们 间 的 关系 如 何 要 看 式 (2. 3) "中 各 对 数 所 取 的 分 支 间 的 关系 而 定 ， 例 如， 先 取 定 上 的 
log.sinC& 一 zi) /a 的 一 确定 分 支 ， 然 后 认为 ， 当 上 十 ue € I? 时， 

t + jan — 2, 


log sin = log sin É 


则 由 式 (2. 3) 易 见 ， d 
fi dam — fo = Ë E IX Coe + DB + qian, 


全 十 jmi, 


于 是 ， 
C + an) 


= ax(o.— ir d 2q). 

总 之 , 式 (2. 1) 中 待定 常数 实际 上 只 及 个: 相应 于 每 一 Li k= 1,2) 上 有 一 个 . 此 外 ， 
还 要 注意 , 在 解 (2. 2) 时 , MAER go oi), po i) AH, 

上 述 边 值 问题 可 化 为 Fredholm 积分 方程 求解 ,方法 见 文献 [5], 8 55, 不 过 那里 假定 了 
一 周期 带 中 只 有 一 孔 . 对 于 多 孔 情况 ， 可 采用 文献 [10], § 102 处 理 非 周期 情况 时 的 方 
法 . : 
第 一 基本 问题 还 有 另 一 种 提 法 ， 即 除 已 知 X, 十 iY, 外 , BEM o,r- (Rot) 以 及 
a 求 弹性 平衡 . 因为 由 式 (1. 23), 立刻 可 算出 A+， 所 以 结果 还 是 一 样 .例如 ,如果 要 求 位 
移 也 是 周期 的 ， 即 9 = 0, 则 用 不 着 解 边 值 问题 , 便 可 确定 hy 

第 二 基本 问题 已 知 各 周期 孔 边 的 相对 位 移 以 及 一 个 周期 带 内 孔 边 的 外 应 力主 矢量 
X + iY, 还 知道 > 一 一 coi (或 = 一 十 ooi) 处 的 应 力 ， 求 弹性 平衡 . 或 者 , 已 知 各 周期 孔 边 
的 相对 位 移 及 常数 g, MEX HY, o,r- (Rorri), 求 弹性 平衡 , 这 种 问题 也 可 以 像 第 一 
基本 问题 那样 化 为 积分 方程 求解 . 


三 、 有 水 平 裂缝 的 周期 应 力 平面 弹性 问题 


设 周期 裂缝 都 在 c 轴 上 ， 而 在 一 个 周期 带 |z| < ar 内 ， CERT. 
lis ar Xt Soe lar 790), Rom l,n — 1. 


Ba I b, R77 ARE MER, i Lo = p2 L, ECOSSE 28 AR 2? 上 的 外 应 力主 矢 


量 记 为 X + i 这;. 现在 弹性 域 记 作 S, 其 他 记号 同 前 . 
对 于 一 般 周期 曲线 裂缝 问题 , 表达 式 (1. 25), (1. 26) 并 不 适用 , 敬一 般 讨论 将 另 文 给 
出 . 在 现在 的 特殊 情况 下 , 可 用 文献 [10]， $120 中 的 方法 类 似 地 处 理 如 下 
引进 函数 
wlz) = zó(z) + d), 
Alz) = w (z) = O(z) + zP (z) 十 Fo, 


Oy — itay, = O(z) + ACz) + (2 — z) P (z). (3. 2) 
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由 @(z) 的 周期 性 ,可知 O(z) 也 以 ax 为 周期 . 
在 各 4 的 端点 附近 ,我们 假定 P ,Qkz) 至 多 无 界 可 积 , 且 ， EE 
lim yP (22250 G= ar H iy, z ES, t EL). ' (3..3) 
在 1( 或 其 周期 合同 裂缝 ) E. 显然 有 
X, = | (G0) — rh) dt, | aap 
4 7 k=1,.,n, (3. 4) 
Y, = NS (t) — e (t) Ide, IEEE 
其 中 ot + irk 表示 在 以 上 岸 和 下 岸 的 应 应 力 . 于 是 ， 


X= f CORRETOS 
"0 


HE ME (3. 5) 
Y =|, Co; a) — of (Ide. | .. 
由 式 (1. 16),(1.17) LLB D, C+ coi) = VW. cot) =0®, BR 
Y-i 
m Pk eei) = E Sante 1) té | an 
- y CDY iG DX BU l 
a Teo zart PMP as} 
再 从 式 (3.1), 便 知 ， 
eY 一 [D o ad 
4 diy XT nce D I Í (3. 7) 


°F RRR RE 基本 问题 emer, :EC; ABE ABE RE Holder 条 件 ， 又 
iol. uos ， 从 而 a ,rt eo oM AL eer. MSD RC FL ERU OR 
文献 [103， § 120); 


(OU) + AITH CW) EOI 2p), "^ 03.8) 
(60) — Q()2* — HE) = AATE 29), (3. 9) 
(PO 16 (t) s; 00) — 200) Lu (3.10) 
q(t) = Stop) ~o5@)) 一 ici (t) — c5 (03. (3.1D 
| (dt s= EY iD, . . (3.12) 

ly an 2 , + 

先 求 式 (3. 8) 的 解 (参看 文献 [9])， 得 | u 

B(x) — Nz) = i[ goot : = = dt + 2C, . (3.13) 


其 中 CC 为 某 常数 . 为 了 决定 C， ERG. 13) p — coi, 相 加 ， 并 利用 式 (3. 6)， 


O 在 裂缝 情况 下 ， 上 节 中 有 关 x = coi 处 的 公式 仍 成 立 ， 这 是 因为 可 用 封闭 曲线 围 住 裂缝， 而 围 线 上 外 应 力主 
矢量 与 裂 终 上 的 相同 , 
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(3.7) 得 到 、 
C= $a 一 (x — DB. (3.14) 


再 求 式 (3. 9) 在 h 类 中 的 解 ( 按 文献 [9] 中 记号 ) ， 得 


_ Xf P0 x 
Plz) + Nz) 一 ani n xr — = dr 十 2X(z)P,| tan 2 | , (3. 15) 
其 中 
PAE = Coo toe +O, | (3. 16) 
是 系数 待定 的 2 次 多 项 式 ， 而 
r -2 bi 
X(z) = TT (tan Ž — tan % tan = — tan = , (3.17) 


k=1 


其 中 根 式 可 任意 取 定 一 分 支 ， 例 如 


lim tan" Ž Xe) = = 1. 


a ET 


把 式 (3. 132, (3: 150 IAR, 14 


us. XO pay oz 
Qo) 一 pn Xt)" a dt 


十 到 可. gettycot — de 十 X@)P, G z) + c, 


Quy ZOT pO uti (3.18) 
(2) = Pani nX ot a à 
= Sail, qG)cot É Z dt 十 XcoP.| tan = — C. 
剩 下 的 问题 是 要 决定 Co,…,C. 现在 
2plu + iv) = ep (z) — wz) — (z — z), D(z) 十 const. 
利用 位 移 单 值 性 条 件 ， 便 知 | 
2p{u + iv}, = ele G2), — {ole}, . 
= e| Pede — IKE —0; k=l, (3. 19) 


由 此 可 得 关于 Cos C, 的 个 线性 方程 ,此 外 , 利用 位 移 的 准 周 期 性 , 例如 , 取 A, M A- 
是 = 到 = 十 ax 的 直线 段 , Az 已 分 别 充分 接近 于 十 cei 和 一 ooi, 又 可 得 两 个 方程 . 
2p{u + iv} = elo (z + ax) — p ()J — Cox + ax) — w(z)) 


一 j. Gz)dz - f. Q(z)dz = ang. (3. 20) 


由 位 移 的 单 值 性 ， 立刻 可 知 式 (3. 20) 中 的 一 个 方程 可 从 另 一 个 推出- 因此 , 式 (3. 19)， 
(3.20) "PIRE n 十 1 个 独立 的 方程 ， 这 就 正好 用 来 决定 Co… ,Ca( 它 们 的 可 解 性 ， 从 力学 观 
点 看 很 明显 ). 问题 至 此 已 完全 解决 ， . usc 
作为 一 个 特例 ,考察 n == 1 的 情形 : 设 忆 中 只 有 一 -个 线段 一 1 之 1 之 7 这 时 , 式 (3. 18) 成 
为 
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D(z) = xl. p(t) /RG@)cot = dt 


2 

Cotan Ž +C, 
EN TC, 
Z di 


t 
+ zal. qtt)cot 


2am 


—* di + 
a 
(3. 18)’ 


1 i 
Az) 一 — 7|. G) A RGXcot! 
z 2ari VR(z) P 


~ el gcot = de + 


2aTi 


- +C, 
—C, 
JRZ) > * 
其 中 
2 2X 
Ri) = tan? — — tan? Z, (3. 21) 
a a - 


AVR(z) 已 取 定 例如 这 样 的 一 分 支 : 
lim VRG) =+ 1/cos —., (3. 22) 


2+ ooi 
EBD, 342 在 上 半 平 面 趋 于 1 € LLIN, VR) 取 正 值 的 那 一 分 支 ， 亦 即 , 在 式 (3. 18)” 中 ， 
VRO 要 理解 为 取 正 值 . 
为 了 决定 C。,Ci, 最 简单 的 办 法 是 : 在 式 (3. 18) 的 前 一 式 中 以 z = 土 coi 代 入 , 并 相 加 
HR, FARG. 6), (3. 12),(3. 14) RA, 并 注意 到 式 (1. 20)， 即 得 


Co 一 一 zl. pO JRD — Set MGE on) (3. 23) 
4cos 一 
a 
c - tud PE (3. 24) 
4a* cos 一 
a 
TR9I,TE—1-205£ 553 JE] BRE F nR X = Y = 0, 而 记 Ooo = Ot sTo = Ty sho = hr ; 则 
_1 ite, _«+1, 3—k oc 
p= 4 Po + 0) kx 4-1! q 4 ho 4 O66 5 . (3. 25) 


ACA EG. 14), (3. 23), (3. 24) 后 . 由 式 (3. 18)! 最 后 可 得 


、 Gs (To dessin = = — 3] i 
D(z) EE . . i . a 十 hs Boo + & 1 He 
` i . t+e . l=z 4 “十 1 2 a 
2a/sin sin — 
uM (3. 26) 
. . z 
ow =~ (e ties ho E — 1 dts 
um l-z. 一 之 4 etl 2° 
2 sin 一 sin = 


其 中 根 式 要 这 样 理解 , 当 * 从 上 半 平 面 趋 于 + € L 时 取 正 值 . 
容易 看 出 ， 要 想 位 移 是 周期 的 , Bg — 0, 由 式 (3. 25), MS 

3 一 Ky 

& 1?» 


ho = 


ae hed 
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这 可 这 样 来 理解 : 当 o > 0 即 在 和 周期 方向 作 垂直 的 拉 伸 时 ,为 了 要 保持 位 移 的 周期 性 ， 
必须 在 = 一 士 i BHERRURCT SALA BEBON AUR ANO S 0) i 


k+l 
如 果 在 式 (3.26) 中 令 a 一 十 oo， 则 得 到 一 个 水 平 裂缝 时 的 下 列 公式 ， 
, NEC 十 ie)z Ae — 05 | K— ito 


plz) = 2 Pz + 4 EES EN 


(3. 26)’ 


a) -- & Z io Om he -os #1 ite 
2 VE 2 4 “十 工 2°) 0 


其 中 当 z 从 上 半 平 面 趋 于 : € ZL。 时 根 式 取 正 值 . 不 难 验证 。 如 时 不 计 刚性 旋转 ， 此 结果 与 文 
献 [10], § 120 中 的 结果 一 样 . ， 

这 个 周期 问题 (= = 1 的 情况 ) 在 文献 [12] irit. "T RUBER LAL 
TR UL FEDEA 

对 于 水 平 周 期 裂缝 第 二 基本 问题 ， 也 可 类 人 地 示人 REF EL R&— 个 
E—IctIBBES. —— S000 0 p BUS ue 

HEAL EP ARE AS SOS u*' 0) + iv? a), 它们 以 ax 为 周期 ， 满足 Halder 条 件 . 
在 L。 上 的 外 应 力主 矢量 X + iY BEA, 又 已 知 z 一 一 œi (从 而 一 十 coi) 处 的 应 力 ， 得 


Plz) 一 f) /R)cot T = de. " 


2anki JSR — TR! 
. Qon o z4 + Cotan = +C: 
- t)cot < t — 
ns ural é oa aR fos de^ 


B nud M 
6) 一 一 LA ER p yar = a 
e 2avi V R(z [jo (RJA a b 


Cotan » +C 


+ ' gaot = dt — ———— +rep — 4 
Zani) i a Uv JRG) 2” 
其 中 
Cy=— 5 Lf fa) JRD ie — ies, 
axi l 
2cos 一 
Da 
a = X iX) 2. EE 
Le 十 1)arcos ~~ . iaka 
这 里 已 令 SO 


fG = plu (t) + u^ (D) tide (D) + v^! (2), 
g(t) = elute) — 7 00) + iCo* (0) 一 v0. 
这 问题 (n = 1 时 ) 在 文献 [13] 中 曾 有 不 完全 的 讨论 o ' 
对 于 在 文献 [10]， § 120 中 曾 讨论 过 的 IIepMaH 的 混合 问题 ， 用 类 似 方法 也 可 推广 到 周 
期 应 力 情况 , 这 里 就 不 写 出 具 袜 结果 了 0 ' . 
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ON FUNDAMENTAL PROBLEMS OF PLANE ELASTICITY 
WITH PERIODIC STRESSES. 


Abstract 


In this paper, we consider the general fundamental problems of plane elasticity with 
simply periodic stresses. We assume that the stresses are periodic and bounded, but do not 
make any other restrictions either on the number of holes in a strip of periodicity or the 
form of their boundaries and on the stresses at infinity or those on the boundaries of holes. 
Here, we find out the general expressions of Kolosov functions, in which the multi-valued 
parts and the non-periodic parts are separated. We show that the displacements now must 
be quasi-periodic and give the general formulations of the first and the second fundamental 
problems in such cases, which are easily reduced to Fredholm integral equations. 

On generalizing N. I. Muskhelishvili’s method of solving the fundamental problems of 
an elastic Plane with, horizontal cracks lying on the same straight line ,. we solve the similar 
problems i in periodic cases. The solutions i in closed form haye been obtained i in the particu- 


lar case when there is only one crack in a periodic strip: 


[和 原 载 于 力学 学 报 ， 1964, 7 (4): 316~327. J 


wR an 


A SP 
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不 同 材料 拼接 平面 裂纹 中 的 数学 问题 


在 弹性 力学 中 裂纹 的 研究 是 极其 重要 的 . 具 一 条 直 裂 纹 的 平面 问题 是 经 典 的 5. 无 限 平 
面 中 具 任 意 条 裂纹 的 基本 问题 可 化 为 唯一 可 解 的 奇异 积分 方程 0)， 周 期 到 纹 的 类 似 问题 也 
可 类 似 地 解决 中 另 一 方面 ,不 同 材料 的 焊接 问题 我 们 在 [4] 中 已 有 研究 . 商 拼 接 半 平 面 中 
具 一 条 直 裂 纹 的 问题 在 某 些 特 定 的 边界 条 件 下 在 [5，6, 7] 中 用 Mellin 变换 研究 过 , (AF 
法 非常 复杂 ， 且 不 能 推广 到 裂纹 个 数 和 形状 都 任意 的 一 般 情形 ， 即 使 多 个 直 裂 纹 位 置 任意 
时 也 是 如 此 ， 更 不 必 说 拼接 线 是 封闭 曲线 的 情况 . 

本 文 将 讨论 平面 中 二 不 同 材料 拼接 在 一 起 时 的 断裂 问题 ， 其 中 裂纹 的 个 数 、 位 置 和 形 
状 都 可 任意 .这 里 把 这 类 问题 直接 化 为 某 种 奇异 积分 方程 ， 并 证 明 其 唯一 可 解 ， 我 们 将 详 
细 讨 论 两 个 半 平 面 拼接 的 情况 ， 因 为 这 里 要 讨论 到 无 穷 直线 上 Cauchy 型 积分 的 某 些 特殊 
性 质 ， 因 此 情况 较为 复杂 ， 当 拼接 线 是 :封闭 曲 线 时 方法 完全 可 用 ， 而 且 更 为 简单 . 这 里 
的 方法 比 [7] 中 的 简单 得 多 . 这 一 方法 极为 有 效 , 关于 数字 例子 以 及 应 力 强度 因子 的 求法 当 
在 另 文 给 出 ， 在 [10] 中 曾 讨论 类 似 问 题 ， 得 裂纹 只 能 出 现在 同一 个 半 平 面 中 ， 所 用 方法 也 
和 这 里 的 不 同 . 


` poi: 
hg ; Coat 


$1 — Cauchy 型 积分 的 某 此 性质 


这 种 积分 在 [8] 与 [9] 中 已 有 简短 的 讨论 . 这 里 将 给 出 其 后 痊 要 用 到 的 eel 引进 
gGO€ HOO A, 如 g(z) 是 定义 在 zx 轴 上 的 一 复 函 数 , 满足 下 询 条 件 : OW X 轴 的 任 
PAK E, ¢ oer; (iD 对 于 充分 大 的 |: | AM 22 ， 8. 


IgG) — -gGolea| L-À.| (A0, Opus). (1.1) 
AW gGo€H IE goo) c 存在， 且 - 
gz)— cl Ge FES) 


. jal" | 
Go Y] So. BEIM A 
I 
A 的 概念 可 以 明显 的 方式 推广 到 以 下 各 种 情况 ;, g (>) 定 义 于 闵 上 灶 平 面 2+ RA T 
平面 2-; 或 定义 于 包含 z 轴 在 内 部 的 某 一 区 域 D; ,其 或 定义 在 无 穷 远 点 的 一 BRA. 在 所 
有 的 情况 下 , HA 


g(z)=c+0| aj (zo), ， 


WR g(x) EH 于 所 考虑 的 某 无 限 区 域 D 的 任何 有 界 部 分 中 ， 且 在 无 穷 远 点 的 邻 域 内 
解析 , 则 显然 OCHD. o n 
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PRI g(x) € H. 对 于 积分 


1 £O ^ gu = 
GG) = 而 | Eat = Jim 21 gS ae, 2 EX. a. 2) 
以 及 
ad E L à-( 
| GG = aj. du - de as IG SOME. Ed € X, Q3 
Plemelj 公式 
“G+ (x) =+ lgco OGY 7o o7 2 Y. 
成 立 , ERMEK | BEES 
t n à. co dé _ i. 、 A 
si) Fog tty Mee 2 (1.5) 


o Gt (oo) =+ Fal), GG) =o 07 | 
VEILLE 
Totis yy Me Co 
(eri Ah 或 即 :一 si E Im 


把 trem. |t |= am ze 葬身 到 玉 的 内 部 ， WREE O = gT 
g(t œ) = g' D) Wew E HG) BAM ew) € HOD. 

我 们 来 建立 以 下 诸 引 理 . 

引 理 1 tga) .EE H, 则 G(z) & B», G(x) € H, G(+ 00) = 0. 

证 EX. WET, H 


= =h P ai "ds 
Giz) = G* (e) SEDED T óc D, 


其 中 
Č" (a) = l £X, sE. 
Ori 


rt — 
AX g(r) € HD), 则 由 TIbnsaios 5E RU HM, C* (0) € HS"), 这 里 5+ 分 别 是 T HB 
的 内 闭 域 与 外 闲 域 ; 由 此 立 得 G(z) € AZt). 由 (1.4) WAG) € H. GC 09) =0 
显然 . 7 
引 理 2 “ee a) € H, g '(zxy H, Om 


, re gO y o | 
Cos Èf £9. ex, l 7) 
Gia) = Af. LO, rc x, (1. 8) 


Ex 


D 一 般 说 来 , g' (xz) € AAS zoo € H. 例如 eg(z) = rE R, Beg GO — T€ H. 
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BG (2) € H(Z*),G (x) € RB. 上 此外, G'*(x) = [G+ (a) J. 
证 ”注意 g( 士 co) =c AR, 故 得 


ape E , 17 £g — 
Co = l dl = Lf Fae, z€X, 


因而 G'+(z) € H(Z*). H 
| Pp ONG) = ts 'G 十 us zi E "og (1-9) 
MECH (2) = cia. W toz E Z+, Mi 
Gi) = Je «ost = GG, 
其 中 积分 路 径 取 在 Z* WV. 4 = 在 Z+ 内 趋 于 z, 便 得 
G+ (x) = fe ext — GG; 
因为 我 们 已 证 G' Qo 在 2+ 上 连续 , 故 G+'(z) = GG. ABATE G ir) = GC). 
由 (1.4), 得 到 en 
G*G) =+ lg'G) GG). (1.10) 


与 (1. 9) 相 比 较 , (8180.80. 由 引 理 1 MG C) € A. 
引 理 3 各 g(x) € A, g'G) € H, 27g! (x) € Ho Bl zG), G E), G (2) 均 E 


H(Z*), BG (2) 0 ol iis : 让 ,Ga c = laco +0[ 7H] eoo). sest, eo, 


|z| 
xG' (x),G' G) S € HAG (a) = "m GG) = o|] (r =+ œ). 

WE “我们 先 证 zg' (x) CH. 4c 属于 一 确定 的 有 限 区 间 时 , Be’ (x) E H, Wargla) 
€ H. BF A(z) = xg!) €iH di [AG@ | SC AR. 因 之 对 于 充分 大 的 [ail lal. A 


daug (a) 一 2g’ Cr) | = IE Um 
» | E ` < A(z) | - l.l T lh - = h(a) 
sed ee |e -2P 
«eiz-i[ | 


同样 , AF ee) CH Axe’ (xX) EH, 推 知 g (x) € H. E 
g'i-—gG)x-4icH, 
heuo € HO». SAIA g'a) € HQ). 
由 引 理 2, G'(z) € H(Z*), GG) € 及 .因为 | 
&G'(z) =— ie(e + DG''(g), 
其 中 6 GU = e" € H+) (由 TIpasanon 定理 ) BL 2G! (z) € A Z+). 
同样 , 可 证 zC GO € A (Z5). 
当 = 分 别 在 2+ mz HPT co HY, Sei Go). Hite: =g'(—i)=0, di 
Gli =F, 
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IG* *(g)| -16*9]0)—G6 (一 D1 = 一 Le '(c)dr|, 
其 中 积分 路 径 视 z € 2* RT. 应 分 别 取 在 S 或 5- rp. 如 z € 2+， 则 它 可 取 为 自 一 i 至 
c 的 直线 段 ， 故 l 


d. 
* = = 
iG" @I<Klo +i [PESE O Tel 


Hike EZ-. tz 的 像 z RED te 一 i 处 切线 的 下 侧 ， 则 上 述 推理 仍 有 效 ， fW, 积分 路 
“ 径 可 取 为 自 一 i 沿 水 平方 向 前 进 然后 沿 垂直 方向 到 这。 的 折线 段 , 其 长 小 于 2|1c 十 让 ， 故 仍 
HGe) =o[ 7h}. 
如 车 gCoo) AO, 则 由 (1.5)， i RH 
CE) — goo) 1 
G(z) = PM EMIL dé + 380», 


， K= max IE (01; 


Ait Ge) = (oo) E qi]. 
最 后 我 们 来 估计 1G' G2]: 

IEF (z)| = 

因为 G*'(o) 在 S+ 与 5 BIER 


BEG) SC (=) 的 所 要 求 性 质 可 由 人 4», (1: 10) RCC), G'* (zx) 5rg'Ce) 的 相 
应 性 质 推 得 . 


l+ il? = 


oL 
d iro i) 


DES 


"— 与 平 半 平面 Z- prim; €— BID) e PI 
p. WAVE PA p RAR RPBWAL, — 0,7 = 1s 5). HE REEMA a; £b, 
其 中 某 些 在 Z* Vj, 另 一 些 在 Z- W. iL = DY? uL, S*- Z* NL, TEL; WIE AM Bic 
WE Liss Lj» IE Ls = Mae RNB BES L 其 切线 倾角 作为 弧 长 的 函数 时 其 导 
XRF H. 

RERMEL EDRR O HO EH, 这 里 ;是 二 上 点 的 复 坐标 . 并 
HER L 两 侧 的 外 力 合力 为 零 . 令 


fe = fa) = if [Xa (0) 十 Ya (Ods; rE L, jel spy 


XB EL bBa 量 起 的 弧 长 ,在 上 述 假定 下 ， 
fa + FL) 一 0， G= lep * 
此 外 ,还 假定 /js (1) € Hf, O € H* de S C8 D. 我 们 还 设 在 无 穷 远 处 无 应 力 和 位 移 . 
根据 平面 弹性 的 一 般 理 论 ( 参 看 [1]), 我 们 要 导 求 二 A EH o C, we) qb bi 
条 件 ,它们 肯定 单 值 ; ,要 求 在 无 穷 远 处 | 
|. 1 


eco =o), ec» -o| di] G> QD 
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FEL, 上 分 别 有 边 值 p+ 0.9.00, 在 XX* 上 分 别 有 边 值 p + (x)， gro CXC* 分 别 表示 x 轴 的 
上 .下 侧 ), 要 求 它们 满足 边 值 条 件 


G40 tei O +9640 =f, + Cj, (2. 2) 

| e 9-0 Frp- "(D + g- IS] feb. « (2. 3) 

g*G)--x p TT HI G)—9- G)x 9 Gt G).* (e | (2/4) 
XE , 

9e*G)— BY Cx Pr) tI G))—« p(x) — BO Cx p(x) + (22, (2. 5) 


Xeno 
: at= k* /p+, pt 二 1/pt, 
而 CC 一 1 Lp) 为 待定 党 数 ， 以 下 有 时 写成 Cd) = C, Mie LA. 条 件 (2. 2),(2. 3) X 
示 沿 L; 的 外 荷载 ，(2. 4)， (2. 5) 表示 沿 = 轴 上 应 力 与 位 移 的 连续 性 . 
— BR e (z),y(z) Jer, 则 在 任何 点 z 处 的 应 力 和 位 移 相 由 下 列 式 子 给 出 ， 


E ta = 4Reg' (z); E (2. 6) 
gy — 0, + Zita = 2(zgp"(z) E Pe), — (2. 7) 
out (u + iv) = «t g (z)—zp' (2) — gG), z€ St, (2. 8) 


当 z 一 :EL 或 x 一 x EX 时 ,gp (z),J(z),9'(z) KE RL, B" Go. 
JG) 的 极限 值 可 能 并 不 存在 , 而 只 能 期 望 当 z 从 工 的 任 一 - 侧 趋 于 :3 或 从 z 轴 的 任 一 侧 趋 于 
r 时 zp”"(z) + J C) 的 极限 值 存在 . 
AT RBC 2) - ~ (2 5), JERAR OO), EE LX, 使 得 


L+X — 

A Y Dato 1i EDLO. Í PELHA. | 
一 一 一 一 | 一 一 -| .10 
ya) 2riJrex o tx. atil, Tez dr» à (2 l ) 

这 里 我 们 暂时 假定 : 
Hr ELN, ow) eH, oQ EA's » 

wla;) = olb) —0, jl (2.11) 

Mr X B] wr), b Gr) rw (2), rw (2) EH, i | "ue ga 
ae o OD o[ i] ve = olds] (ere) vas (2:12) 


e(t) 的 存在 和 唯一 ， 其 性 质 (2. 11) 与 (2. 12)， eG) 5 4G) 的 性 质 (2. 1) ) 以 及 当 。 从 工 的 
EMEF: 或 从 z 轴 的 任 一 侧 趋 于 x 时 zp"(z) 十 (x) 的 极限 值 的 存在 , 均 将 在 下 一 节 
中 证 明 . E | EE Dod 
把 (2.9) 与 (2.10) 代入 (2. 2), 利用 Plemelj 公式 ; 可 得 
i[ sae, l[ par il gt edt 


Ti txt — to mijiex§ 一 上 ZLHXE 一 了 


=f.) — fo) + xl, LO  f-G)- 


(2.13) 
Sadr + C0), (€ L. B 


WEIT — OG) 当 z 一 十 co 时 对 /一 致 地 趋 于 零 , 且 wla)) = 90) = 0, HG. 13) 
可 改写 Ni 
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if oO ag 二 od log E — L «pat ili 


i 
Nijirx t6 —t Pil sax” 6— 211 LEX 


_ fa — f. fi) "m GM 
; - aj, Pe eO. LEL 


如 把 (2. 9), (2. 10) RAC 3), 我 们 仍 得 (2. 14); 如 代入 (2. 4), 可 发 现 其 恒 能 满足 . 把 
它们 代入 (2. 5) ， 则 得 另 一 方程 
(atta -十 p++ Bo )e(r) 十 LEE PN 


(2. 14) 


eris 
n EXE (rd log = +. SP], 2 (2.15) 
=- pE] DR TeX. 
oD 7 ji E= T: ' ] 


(2.10,(27:15) “BER EBL + X 上 的 一 个 奇异 积分 方程 ; : 
alto odo) + | peat + (ko) (bo) = FCC GELEX, (2-16) 


Lex £—Go 
其 中 
aq » Morel 
at am +BY +B, 4o=xrEX; 2008 €2.17) 
U ME-IEL, | 
MOT ET? 


k .— Fredholm 算 子 , 而 F 是 一 pre (2. 16) 是 一 一 正则 型 方程 ， 且 其 在 如 类 (记号 见 
[8 了 中 的 指标 为 一 p. 

于 是 , 我 们 的 问题 化 为 : RRA, 5C, 后 ,求解 方程 (2. 16), EREL E 
解 wC)Ei， 即 在 工 的 所 有 端点 附近 ， 它 保持 有 失 ( 实 际 上 等 于 零 ). 


$ 3 对 于 解 的 研究 


现在 我 们 来 证 明 ， 在 适当 选取 Ci,… C, R, 方程 (2.16) 的 解 存在 且 唯 一 , 并 且 前 面 对 
于 解 的 性 质 所 作 的 各 个 假设 均 为 真 . 

首先 ， 设 对 于 取 定 的 某 组 {C)}，(2. 16) 有 一 个 解 oO € has 我 们 来 研究 其 性 质 ， 对 于 

=tE L, 由 (2. 14) 显 然 有 0s BENI BIN 


lf eO =i eae Lis CQ) =F) E HL 


mj,tT—t TiJof—t 
由 反 演 公式 (参看 [1], (87. 41)), 立 得 … : E : 
w(t) = [Rof - Fi(rdr ， 
m JLASR(r)(t — t) 
其 中 


P 
RW) = |[€ —ap6;—0., 


j=l 


RARG) 8TBUE 24S FER LAFER) 的 任 一 确定 分 支 . 因为 上 式 右 边 的 积分 在 aj， 


tp ep > 
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b ARES L 阶 的 奇异 性 ， Moa) = wb) = 0, 从 而 w(t) € H. Xi fO) € H^, BA 


w(t) € H^ ten. $115), 因此 (2. 11) ffi. 
MPS =r eX, 由 (2.15)， 有 
(at+ an + B+ 十 8-7 Jo(z) + oie eee eG ae 


—- Fx 


a | CONTEN = FG 


m Tib. LSI ， 
其 中 f(x) 可 解析 延 拓 到 包 人 宅 交 轴 在 其 内 部 的 一 区 域 , 且 f,(o0) = 0. TEF;GOCH. 由 
类 似 于 闭 回 路 积分 情况 时 的 推理 ,可 得 


w(x) = A,F,G) 一 G — g9, 


其 中 4。,B。 为 常数 ,由 此 立 得 e CE eo) = 0. AP) 在 工 轴 的 邻 域 中 全 纯 ,， 故 Fs GO, 
zF;! (2), 2°Fy! (2) 也 在 此 全 纯 ， 从 而 Fy GO 2 Fo! (2), 2°F ol (x) € H. 由 引 理 3,(2.12) 得 
证 . 

现在 写 


Br FQ 


p(z) = d. CONTEN -L olz) ptt i0 + P2(2)5 


2xijn t — z Qn) 0 T =z 
其 中 ec =O Th). pice) =o 2 | 是 显然 的 因为 已 经 证 得 w/ (x) € A, zw! (x) € 
H, 再 由 引 理 3, Exe. = O| s) ero =o 


[上 类似 地 写 出 


ucl w(t) + tof 0) Ll? wz) + zw (x) 
ge) =— “A, z2} dt 一 xl. CO AC t da dr 
* i Bo LES 一 d (x) 十 (2) 十 pe), 


EP phe AM o GO 相似 的 性 质 . 注意 到 Fa), Fi (xz) CA, 由 引 理 2, 我 们 有 
w! (x) = AF i! (x) 十 EM BLUE Sag cH; 
BR 以 上 推理 ， 可 知 e" Gc) roa), o"a) € H, 从 而 | 
ez) ze (x) € H, (ole) + zal (2)! € H. 
si ec -o[ di). prey = ol jis). FR. a. D 得 证 ， 
9 (z),p '(z) 5 9c) 的 边 值 存在 , 且 


ORE Gow + | WE) ae | | (3.1) 
M : xi) next — 1 IEL co 
r= d Lf #®, o. 
g/t) = 1" O + zs], pot 2 (3.2) 
pta) = + duce) + zl 2023 dg, ! (3. 3) 
27i pex t E^ 
e? c) = lec d. LO ae (3. 4) 


n Lex § — zd 


这 是 由 于 已 知 wo(O) € H, w0) € H' alar) EH, w(x) € H. Migs C), pt G) 也 有 类 
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WHA AAAF EH, B. 100 中 最 后 一 项 的 边 值 存在 . 这 些 边 值 显然 应 满足 
边 值 条 件 (2. 2) ~ (2.5), 因为 把 它们 代 人 这 些 式 子 时 得 到 的 正 是 “6 所 满足 的 奇异 积分 
方程 . 

这 样 ,如果 (2.16) 78 — E (0) € hy, M $2 中 所 作 各 假设 均 真 且 由 此 求 得 的 
9 (2) ,J(z) 即 所 提问 题 的 解 ， 

现在 求证 ， 当 C,,… ,Cj 适当 选择 后 , 这 种 解 确实 存在 ， mM 我 们 先 证 (2. 16) 的 
相应 齐 次 方程 (三 0) RAB. Hon) 是 它 在 hss 类 中 的 一 个 解 , 而 把 (2.9) 与 (2. 10) 中 
相应 的 函数 分 别 记 为 go(z) 与 GO. Dit RBS RASA F poet H uu Co) 类 似 于 
(2.2) ~ (2.5) 的 等 式 , 但 (2. 2) 与 (2. 3) PHM. RAR RST RFR 
无 穷 远 处 无 应 力 和 位 移 时 的 弹性 静 力 平 衡 方 程 ， 由 (2. 6), RNA 

Re 94 (z) - 0， © zESt+S-, 

Hei (co) 有 限 . 因此 pz (z) ES 与 5- 中 均 为 常数 , 但 因 


2V ae eX, 


#2) =t Fux) dh artoa 
放 由 引 理 1， 
Lf eo) lÈ), 
ds 2ni 27i) Lx path= jim 5 aril 二 一 eO aeu 9, 
于 是 gt Go) =E La (E 00): 但 已 证 Wi 人 z) = om 小 BL ps (oo 二 0, 此 即 隐 含 pCz) 
=0, 这 样 ， MM 


w(t) = =p] — p7 =0, t€ X + L: 

根据 像 (2.16) 那 样 方程 的 一 般 理论 ( 见 [8]， § 112)、 其 齐 次 相 联 方程 22 个 (在 实 域 
中 ) 线 性 无 关 的 解 ， 故 Ci ,Cs 的 实 部 与 虚 部 可 如 此 选择 , 使 得 FCte,C:，…,C*) 与 所 有 这 
ZEX, FIRDUT RE PERREN Ci， 它 有 唯一 PE OD) E hay 


$4 一 些 说 明 


1. 在 实际 应 用 中 ， 我 们 常常 只 感 兴趣 于 应 She TREE REL 为 了 确定 wa ， 
rw， 只 要 求 出 w BRET A OR t WORF. w ! GO oic E D ETH C2. 16) Jk Bp 
(2.12) 5. 15R SJ5 Bi. BERE, WC; 也 消失 了 ， PAT RR E; 但 要 在 L 上 


ho HORA, ALR HER |, w (de=o. 


2. 如 果 拼 接线 x 轴 换 作 一 光 少 封 团 曲 线 厂 , 显然 前 面 所 有 的 讨论 仍 成 立 ; 甚至 论证 还 
要 简单 些 , 因为 这 时 不 涉及 无 穷 直线 上 的 Cauchy 型 积分 : 

3， 当 拼接 线 上 要 焊接 一 位 移 差 h 时 也 完全 可 同样 地 讨论 ， 所 不 同 的 只 4 是 条 件 (2. 5) 的 
右边 还 要 添加 一 项 2， 从 而 方程 (2. IDARE RRM h. 只 要 大 满足 一 定 的 光滑 条 件 
(拼接 线 为 z 轴 时 ， 万 在 无 穷 远 处 也 要 满足 一 定 有 界 性 条 件 )， 本 文 所 论 完全 成 立 - 


O :用 类 似 于 Et] 第 五 章 中 的 方法 ,这 也 可 用 纯 数 学 的 方法 证 明 ， | Bo 


s nd aa 


Ne vr 


s+- 


如 了 


e QS N m 


8 
9 
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THE MATHEMATICAL PROBLEMS OF BONDED 
PLANE MATERIALS WITH CRACKS 


Abstract 


The plane crack problem of an elastic plane bonded by two Half-planes with different 


isotropic materials is solved by means of method of analytic functions and singular integral 


equations. Both the number and the shape of these smooth cracks are arbitrary, some of 


them to be located i in one half- Plane while the others i in the other. 
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平面 弹性 第 二 基本 问题 的 新 提 法 " 


摘 要 


本 文 给 出 了 平面 弹性 第 二 基本 问题 的 一 般 提 法 ， 这 里 在 多 连通 弹性 区 域 的 各 
个 闭 边 界 围 线 上 给 出 的 位 移 只 是 相对 的 ， 各 允许 有 一 不 同 的 刚性 移动 . 在 这 种 情 
况 下 ， 为 了 解 的 唯一 性 ， 证 明了 必须 另外 给 出 每 一 边界 国 线 上 外 力 的 主 矢量 与 主 
力 矩 .还 给 出 了 求解 的 方法 以 及 一 些 例题 . 


Dl 


—. 8l. 


对 于 平面 弹性 的 第 二 基本 问题 ， 亦 即 已 知 弹性 区 域 各 边界 点 上 的 位 移 求 弹性 平衡 的 问 
题 ， 在 [1] PERROS, 兆 其 对 于 多 连通 弄 限 域 傅 况 更 是 如 此 《有些 作 者 把 这 问题 
称 作 第 一 基本 问题 ， 倒 如 [2])，. 曾 特别 指出 ， 除 给 出 各 边界 点 的 位 移 以 及 无 穷 远 处 的 应 力 
与 转动 外 ， 还 必须 给 出 整 处 边界 上 外 力 的 主 拓 量 和 十 这 才能 保证 解 的 唯一 性 (参看 [1]， 
0 例如 , 若 弹 性 体 是 由 边界 为 m 条 光滑 围 线 Lists Lm 所 构成 的 洞 所 削弱 的 无 限 平 

， 则 每 一 工 ; 上 作用 的 外 力主 矢量 Xj 十 iY DAY Konocos-Mycxernusnan M o (x) x) 
obi 但 要 受 一 约束 条 件 . , 


Soe ty axe mE ^ (Q.D 


其 中 X 十 这 已 预先 给 定 . 这 样 ; 在 求解 过 程 中 我 们 有 m 一 1 个 待定 复 常数 . 

在 实际 问题 中 ,对 于 一 个 多 连通 的 有 限 或 无 限 域 的 第 二 基本 问题 ， 常 在 每 一 边界 围 线 
ZL 上 只 给 出 各 点 的 相对 位 移 , 而 真实 位 移 可 与 给 出 的 相差 一 个 刚性 移动 R 但 对 于 不 同 的 
j 各 Rj 可 以 各 不 相同 (其 中 之 一 可 认为 是 恒 等 的 )， 相 反 , TES L b. 外力 的 主 矢 量 
X; 十 iY; 83:8 M; 却 是 事先 给 定 的 . 例如 ， 当 一 些 稍 大 的 刚性 棉 子 插入 诸 润 中 而 彼此 间 
HERA, 且 每 个 模子 上 无 外 力作 用 (因而 主 矢量 与 主力 矩 均 为 零 ) 而 平衡 ,就 是 这 种 情 
况 . 这 种 提 法 在 作者 所 知 的 文献 (例如 [3] — [5]) 中 尚未 见 到 讨论 过 . 

当 各 模子 作为 一 整体 刚性 地 连 在 一 起 时 ,就 是 经 典 提 法 中 出 现 的 问题 . 

本 文 将 证 明 新 的 提 法 是 合理 的 , 亦 即 这 种 问题 的 解 存在 且 唯 一 ,并 给 出 其 解法 . 先 将 讨 
论 已 知 位 移 只 相对 于 一 些 平 动 的 问题 ,然后 在 此 基础 上 讨论 一 般 情况 . 还 在 文 末 给 出 一 些 简 
单 例子 以 验证 我 们 所 论 . 


Q@ 中国 科 学 院 科学 基金 资助 的 课题 . 


~ 
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STE LAS FART AE oh EE HE 


我 们 来 讨论 多 连通 有 限 域 D 的 情况 .D 由 光滑 围 线 Los Ls, Le MEAR, HP Lo 是 外 
面 的 围 线 . ULL = >)" ,的 正 向 已 取 定 , 使 DD 位 于 其 正 ( 左 ) M. 

在 我 们 的 问题 中 ,对 于 + € LG = 0, m0, 位 移 函 数 gj(1) =uj(t) + ive) 已 给 ,但 
相对 于 平 动 . 这 就 是 说 , L; 上 :点 的 真实 位 移 为 :gj(1) 十 cj, 这 里 cj; 是 待定 复 常数 . 此 外 , L 
上 外 力 的 主 矢量 X; 十 iY; 也 是 已 知 的 , 但 要 受 平衡 条 件 


>) (X; + iYp= 0 - (2.1) 


pi FO, DE 
的 约束 .这 时 L; 上 外 力 的 主力 短 M; 事先 并 不 知道 . 
我 们 可 以 仿照 [1] 之 $ 40 中 所 述 方法 证 明 此 问题 解 的 唯一 性 . eae Ges GO 6s GO 
fé D 中 在 z 处 的 形变 分 量 , XO 十 这 .tt) BD 的 边界 上 + 处 的 外 应 力 , WA 


| (X,u + Y,v)ds = J| es + ey)? + 29i. + 2e, + el)Jdxdy, (2.2) 


其 中 * 为 工 上 的 弧 长 参数 , 而 4> 0, u> 0 为 弹性 材料 的 Lame 常数 . 

设 若 问题 有 两 组 解 X 0) 十 i 说, G2), gO +e) BX") HYG), g;jG) 4 cj". id 
X,G) = X" — XO), Y.G) = YO —Y/()0, c;—c/—c/ = Aj +iB;, 
WL; EASA X,@) or iY,GOO 与 位 移 c 建立 一 弹性 平衡 , 因而 满足 (2. 2) ,: 这 时 (2. 2) 左 

端 成 为 


> | (A,X, (t) 十 B,Y,(¢)Jds = Saf: X, (ds + + Sa] Y, (ds. 
pao; jo 4L | (9 JU 


ES E 8E — L; 上 和 外力 的 主 矢 量 是 已 知 的 ,由 此 故 两 解 之 差 构 成 的 外 力主 矢量 在 L; 上 为 零 ， 
Bp 


|, %@ds=0, |, Yo (j—0, ym). (2. 3) 


由 此 可 见 (2. 2) 左 端 为 零 . 但 其 右 端 被 积 函 数 是 一 正定 二 次 型 ， 故 必 
Err = Cry = Cy = O. 

这 就 是 说 , D 中 所 有 形变 分 量 从 而 所 有 应 力 分 量 都 恒 等 于 零 . 这 就 证 明了 上 述 两 解 描述 了 
弹性 体 的 同一 平衡 状态 . . 

在 以 上 讨论 中 , 整个 弹性 体 仍 可 允许 一 任意 平 动 . .为 了 避免 这 一 任意 性 , 我 们 可 令 c 
中 之 一 , 例如 , co = 0. 

现 再 考虑 无 限 域 情况 . 这 时 在 上 述 讨论 中 不 出 现 Lo. 提 法 与 上 面 完全 一 样 ,只 是 在 整 
个 边界 L 上 外 力主 矢量 不 必 为 零 , ORAM) HAR. Woh, EEA AA I 7] 
Xo 十 iYo 与 转角 se- 当然 也 要 给 定 . 如 不 允许 整个 弹性 体 的 刚性 平 动 , 我 们 可 指定 例如 
€i = 0. 

在 这 种 情况 下 证 明 解 的 唯一 性 可 用 类 似 于 有 限 域 时 的 上 述 方法 ， 只 要 在 无 穷 远 处 作 适 
当 的 处 理 即 可 (参看 [1] 之 $40 8030, KERIEN MEN 
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三 、 当 所 给 位 移 相 对 于 平 动 时 的 解法 


对 所 提问 题 的 解法 ， 和 源 于 J. Hepat 的 关于 第 一 基本 问题 的 解法 相仿 ,这 里 只 
作 简略 概述 . 设 x,p 为 材料 的 弹性 常数 . 
对 于 有 限 域 D 的 情况 ， I\onocop -MycXenmmpuny 陷 数 可 写成 . 


D (X; + iY ploge — z) + pole), 


— 一 一 l - 
PO) == 3x(e 4 D 24, 


. ED) (3.0) 
pe) = ate TDi — iYolog(s — 2) + doles 
其 中 pe), 4 GO 是 DD 中 的 全 纯 函 数 ，z; 位 于 工 ; 所 围 的 和 孔 中, 且 log(z — z) 对 各 个 7 AE 
意 取 定 一 支 . 现在 X 十 是 已 知 的 ( 因 (2. 1) WR, Xo+ +iYo 不 出 现 ), 我 们 要 求 po(z). 
du CO 满足 下 列 边 值 条 件 ， . | 
Kg (t) — t9 (D — Wa) = Que") +e, (€ Lyi — 0, m, (3. 2) 
其 中 


way Kk < . 4 
2ug"' (1) = 2pg;C0 Tox 十 D a + iY, log i. zal - 


TES 5229 -iY z @ELpj=0m), (3-3) 
这 里 gj(1) 已 给 于 L t, Cj 待定 . e : : 
为 要 求解 (3,2), 在 工 上 引进 新 的 未 知 函数 w(:) 使 得 


1f wo 
Po) = 2x1 LE et 
Dr xD - (€ D) (3. 4) 
ln wr so a co! 
Plz) = 71 t— zd mil, Lt— poet 
并 令 
s=- Í, «ds (j = 0,::,m). (3.5) 
问题 (3. 2) BEL w(t) 的 一 个 Fredholm 积分 方程 
a(t) ts Í, w(r)d log SE + ar.” od £— i + | eds = 2ug* (t) 
GE€L;j- 9er m). (3. 6) 


可 以 证 明 ，(3. 6 对 任何 g* CO 解 存在 且 唯一 . 
对 于 无 限 域 情况 十 分 类 似 . 这 时 po(z) hole) 的 表达 式 (3. D 右边 分 别 要 添加 项 Tz 与 
, RETT 是 已 知 常数 ， 相 应 于 无 穷 远 处 的 应 力 与 转角 : 于 是 我 们 仍 得 方程 (3. 6), 但 
Ms o» 的 表达 式 (3. 3) 中 要 添加 某 些 已 知 项 也 可 证 明 此 方 闪 解 叭 一 一 存在 . 


四 、 € 


熟知 , 在 刀 内 或 其 边界 上 的 任何 闭路 ”上 的 主力 抢 M 可 表 为 
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M 一 ReCX(z) — zéG) — |z? “= )]> (4. 1) 
其 中 Xx (z) = 9G), 且 […]y 表示 当 z 沿 7 正 向 环行 一 周 时 方 括号 中 函数 的 改变 量 (此 处 主 
力矩 作用 在 Y 的 左 侧 部 分 )， 我 们 要 简化 (4. 1) 以 备 后 用 . 
Fig '(z) ED PRB, BED 是 多 连通 时 也 是 如 此 ， 故 (4.1) 可 简化 为 
M= ReCX(z) 一 2p lz) dy = Ref Eao — zd(z)Jdz = 一 Ref ev (z)dz. (4. 2) 


我 们 感 兴趣 的 是 沿 D 的 边界 围绕 L 上 的 主力 矩 M, RD 是 有 限 多 连通 区 域 ， 由 
(3.1), 我 们 有 EN . BIS ， 


1 EN SN — iY, u n d 
(2) = AE zc m, T$ (2). 
在 (4. 2) PRY = LG = 1,…,m)， 并 以 上 式 代入 ， 便 得 
tdt 
M, = Re{— n thy’ (t)dt 一 mo Rc ED — ao, um 
一 Re[J, do dt + LEO - iY (j= 1.5m), © (4. 3) 
因为 Wo) EE L Esa. 记 
My = M, — EE Hm iYe) Germ), (4. 4) 
则 可 写 | | 
Ref v. tor =M) j-1-me (4. 5) 


AUR X; +iY, 与 M; 均 已 知 ， WI M; 也 已 知 . 

更 进一步 ， WMR polz) DAC. 4) RHO 表示 , WM ERER oo 表 出 . 在 (3.4) 中 
用 Plemelj 公式 , 得 到 

d — —5 Eu zal, COMME, zi q)— 2 er Gu. 
两 边 乘 以 di seo, 积分 , 便 得 


Í, ddr e] oDd], to (à -e|. sus, wd (j-l,-.), 


这 里 我 们 作 了 累 次 积分 次 序 的 交换 并 利用 了 下 列 事实 ; 
| Cár € Li, k Æj), 


GEL, j=l m). 


d dt 


2ni AE n 


(j 2 0). 
-4 Qr € Lp) 7 


于 是 , 由 (4. 3, 得 , 
Re| wpd: =— (k — D e)dr (j = Ly ym), (4. 6) 


XXHÉ, (4.5) 就 成 为 


@ 我 们 不 再 写 出 L。 上 Mo 的 式 子 , 因为 Mo = 一 SIM. 
j-1 
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Ref a(t)dt 一 一 -Mi. G = lym). (4. 7) 
Lj ， SQ Ecl 


HE, ERG 4) ~ (4.7) 诸 式 对 无 限 域 也 成 立 ， 不 论 前 述 rg T 如 何 . 
五 、 一 般 情况 时 的 解法 


如 前 , MED ES ERARE. 在 每 一 边界 围 线 工 (三 0,…i,m) EME g) = uE) 
+ iv) 只 是 给 出 相对 于 刚性 移动 , TEL; 上 的 真实 位 移 是 g, (0 + iat +c, Rh a 与 cf 
分 别 是 待定 的 实 的 与 复 的 常数 ,ww RRL, 绕 原 点 的 转角 , o Scn L; 的 平 动 . 为 确定 起 见 ， 
üfdka,—0. 此 外 , 在 每 一 万 处 还 给 出 了 外 力主 侨 量 已 HY 和 主力 矩 Mi， 满足 平衡 条 件 : 
Six; +i¥y=0, SIM = 0. E (5.1) 
此 问题 可 化 为 边 值 问题 
Kp) —t Po (D — Pot) = 2ug*(t) ting +e; (€ Lif = 0.5m), (5-2) 
其 中 g* oO 由 (3.3) 给 出 , 而 mE 
. y, 26a; G= l,m; w= 0), 07 (5.3) 
以 及 cj = 20; 又 是 待定 的 ， 根 据 题 设 ， 我 们 还 应 补充 要 求 (4. 5)， 其 中 M; 由 (4.4) 给 出 
为 要 求解 (5.2), 我 们 先 令 所 有 v — 0. 如 第 三 节 中 所 永 ,我 们 可 得 唯一 的 解 组 P . (=)， 
g. (=) ,cy 满足 o 
AO) —t910) — p D = g O He «CO Lpj= 0em). (5.4) 
其 次 , 对 于 固定 的 & (1 过 m), 我 们 来 求解 边 值 问题 
sp) —tg @) — 0 = i te, CEL GH Om), | 
其 中 oy Æ Kronecker 记号 ( 当 了 天 有 时 0 = 0, MYA — j My = 1d. 这 又 是 第 三 节 中 讨 
论 过 的 问题 . 故 又 可 获得 其 唯一 解 组 9.04. G0 sca, WE B 
kp) — 9, () —&@ = idyt top CE Lj,j — 0, m). (5. 5) 
注意 上 是 实 常数 ， 我 们 立即 可 知 


Plz) = 9. G) 十 JPG)». 
k=1 


dy) — 4.6) + Suge), p @ED) (70 (8&8 
k=] 0 


Sao + Yep G—0m 
k= 1 


是 (5. 2) 的 唯一 解 组 ， 只 要 Yat Vm 已 取 定 . 
,为 了 满足 (4.5)， 必须 选取 Yj 使 得 


Ref, (p. 十 Pupa dt =M} Gm 1m, 

E k 1 

ay BB 
Am = Mj B] G= 1m), (5.7) 
t= 
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RECS 
Ap = Ref, d.d Grk = 1sm); (5. 8) 


By = Ref, encor Go = 1,m. 07 v 0 (8.9) 


注意 , ABS 均 为 已 知 常数 ， 且 4 与 原 问题 的 边界 条 件 无 关 , | 
现 证 矩阵 (A;) 是 满 秩 的 . 事实 上 , 我 们 来 考察 零 边 界 条 件 的 问题 , 亦 即 ， 对 每 一 j, 设 
gt) =0, X; 4-iY; —0, M; — 0 (G — 0, m). 对 这 个 问题 显然 只 可 能 作 一 刚性 欧 动 ， 
这 是 因为 , NEL, 上 的 真实 位 移 只 可 能 是 ivt tc, Mike; — a; 十 ij, 则 易 证 
y=], uX, + vY,)ds = Y (C ny + aX, + Cr + BY, )ds 


je077j 


[- jj, (zy, — yX,)ds + asf xd 十 Bf rd] 


I 
M: = 


= 一 vM; + aX, + &Y;). 


在 所 设 条 件 下 ,7 — 0. 因此 ， 用 类 似 于 第 二 节 中 的 讨论 , 便 可 得 出 上 述 结论 . 但 我 们 已 设 
wm — 0, 所 以 不 会 有 转动 , AMA, SPE. 另 一 方面 , 这 时 M; = 0, B; =0 (因为 这 时 
do 只 可 能 是 一 常数 ), 故 (5.7) 成 为 齐 次 的 . 这样， 相应 于 《5.7) 的 齐 次 方程 组 只 有 平凡 
解 . 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

所 以 ，(5.7) 对 任何 M; ,B; 有 了 唯一 解 组 . 这 就 表明 原 问题 唯一 可 解 . 

想到 A, 与 BS 要 分 别 通过 (Wi ) SO 确定 , 而 这 些 函 数 本 身 又 要 通过 某 些 
Fredholm 积分 方程 的 解 w(t) 5j e* 0) 的 奇异 积分 表示 . 这 在 实用 上 极 不 方便 .但 我 们 可 
容易 地 得 到 A 与 B; 分 别 通 过 w(t) Go’ (1) 的 表示 式 . 由 (4. 6) 与 (5. 8), (5.9), RITA 


Agen (&— DRe| ed (j,k = enum, 


~ 
[i 
o 


Y 


B; =— e — DRef wd G= Lym). 


j 


于 是 ， 如 令 MEN " 
Gg 一 Ref, w(t)dt (j,k = l,m), (5. 10) 
b = Ref, wh G= 1m), mE (5.11) 
则 方程 组 可 写成 
Sau 一 一 Mi — bj (J = 1, m). (5.12) 
E ou R UP B 
它 也 恒 唯 一 可 解 . 
对 多 连通 无 限 域 情况 ,只 要 略 作 修改 ， 可 同样 地 进行 了 讨论 . 
i 
六 、 例 题 


为 了 验证 我 们 的 论述 , 举 两 个 简单 例子 . 
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1 设 忆 是 由 一 圆 孔 削 弱 的 无 限 平面 , 圆 的 半径 为 >， 中 心 在 原点 O 处 . 设 在 边界 转 
B LOS L) 上 既 无 相对 位 移 也 无 外 力主 矢量 , 但 已 知 作用 于 L 上 外 力 的 主力 矩 为 MC- 
M). 另外 还 设 在 无 穷 远 处 既 无 应 力也 无 转动 . 
现在 我 们 有 g1(1) = 0, X, 十 i7 = 0, Mr = M， 边 值 问题 (5. 2) 现成 为 
kg) —t9, 9| Py) = int +e, GE L), mE (6. 1) 
其 中 = 2pa, 而 a 是 沿 工 的 转角 . 注意 ， Opt LL im n. 66.1) 的 唯一 解 组 当 一 
1 时 显然 是 


to 


pide, wera, eno. 
而 ， 
. ..f dt 
LL — 2 LS, 2 
Ay = Ref gdt = Relir n i E d 
因此 
M_M | 
n= RT uud | | (0 6&2) 
ae tee M, | 
a= On = Apr . (6. 3) 
现在 Kotocon-Mycxezimmuan 函数 是 
Pz) = 0， He) = AG) = iM 
由 此 容易 算出 W Ye = pe” 点 ， E 
: P Hu iMe# : oaa ZEE UU 
u + iv = Anup’ (6. 4) 


$12 i DJ <r < |z| <r. REL Iz]: =r) 5 L,( |e] = ra) 上 都 无 相 
对 位 移 与 外 力主 矢量 ， WEE Ly 与 性 上 分 别 作 用 有 外 力主 力矩 M 与 一 M. 此 外 ,还 假定 工 ， 
保持 不 动 . 

我 们 可 利用 例 1 结果 求解 本 题 . 在 上 例 中 , 由 (6. 4), Ly 上 的 点 上 = rue? 处 的 位 移 是 
4T ur, 


co 0-7]. 故 在 L。 上 的 转角 为 


u 十 1 一 


M 
4x ur; 


mE u 十 iv = eet, Me = 


EL T nuri 
将 整个 圆 环 域 作 角 一 a 的 转动 ， 就 可 得 到 L 上 的 转角 
M. {4 d | 
这 里 已 保持 Le 不 动 . 
当 圆 环 域 作 一 a. FARE BHAT, He Konocop-Mycxennmen 函数 易 知 为 
2Hpa2lz iM: 


z 
9G)-— ET T ore DA "P795 


Snead nac 


by 
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因此 所 提问 题 的 解 为 
p(z) 一 一 me Da" d$) = M (6. 6) 
参 * x 献 
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| Now Formullations -of the: Second Fundamental , 
Problem in Plane Elasticity: 一 UU 


Abstract 


Some general. formulations of the second fundamefital problem in plane elasticity are 
proposed here when the displacements given:on the tlased bounda¥y contours ofa multi- 
connected elastic región are-relative/to certain rigid motions which ate different to each 
other for different boundary contours. lm such case, itis provedethat, for the unique exis- 
tence of solution, there must be given in addition the principal vector and the principal -mo- 
ment of the external forces on each boundary contour. A method of solution is also given 


together with some illustrated examples. 


[ 原 载 于 应 用 数学 和 力学 ，1985，6 (3): 223~2305 同时 以 英文 入 BET Appl. Math. 
& Mech. , 1985, 6 (3): 223—231. ] 
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双 周 期 平面 弹性 理论 中 的 复 , Airy 西数 


对 于 平面 弹性 理论 中 的 复 Airy 函数 或 称 复 应 力 函 数 , 在 一 般 非 周期 情况 下 ， 其 表达 式 
早已 熟知 中 对 于 单 周期 情况 , 这 也 已 清楚 中 当 弹 性 区 域 中 有 裂纹 时 ， 无 论 非 周期 或 单 周 
期 情况 , 其 一 般 表 达 式 也 已 获得 E 9. 对 于 双 周 期 情况 , 当 基 本 周期 四 边 形 中 只 有 一 个 洞 时 ， 
其 复 应 力 函 数 的 表达 式 以 及 第 一 基本 问题 的 提 法 和 求解 ， 曾 由 W. T. Koiterthjitit; 但 
当 其 中 含有 若干 个 洞 时 ， 复 应 力 函 数 将 是 多 值 的 ， 因 而 复杂 得 多 .又 当 其 中 不 是 含 一 些 空 
洞 而 是 含 一 些 裂 纹 时 ， 情 况 又 有 所 不 同 ， 本 文 将 就 这 些 一 般 情况 给 出 复 应 力 函 数 的 一 般 表 
达 式 ， 这 样 就 给 求解 双 周 期 的 第 一 和 第 二 装 本 间 题 提供 了 数学 依据 ，“ 

本 文 所 用 记号 见 [2] 和 [64s 不 再 一 一 解释 … ， 


(一 ) 一 般 说 明 


我 们 将 设 双 周期 为 20,520, 其 中 Im (w/a) > 0. VA 0,201, 20, + 2452 , 20; 为 顶点 的 平 
行 四 边 形 P。 称 为 基本 胞 腔 . 设 弹 性 笨 在 内 部 有 .p FE, RURA Liv Ly 也 可 能 
是 含有 ip 条 裂纹 ， 仍 记 为 局 ,Ze 因此 是 一 些 开口 弧 段 ) ' 设 它们 彼此 不 相交 ， 且 都 是 光 
滑 曲 线 ， 整 个 弹性 区 域 3 ciel FA XHY; id L; 土 外 应 力 
WERE. HidL-—»55. 

所 谓 双 周期 弹性 问题 是 指 : “ers 中 各 点 的 应 力 都 是 双 周 期 的 ， 即 

o (x 4-204) —0,(G) , ay 2w,) —0, (2), rt, x29) — 1,02), k=1,2. CAD 
n ARER, Ba. 1 立刻 可 知 位 移 g GO «GO Fio GO E CR SUE BA ; 
gd 2a) = gte? i l (1. 2) 
其 中 gg: 为 常数 , 称 为 位 移 的 加 数 . | 

由 于 整个 弹性 体 可 相差 一 刚性 位 移 ， 而 平 动 不 改 变 位 移 加 数 ， 但 旋转 位 移 iez (e 为 实 
XO 的 加 数 为 Ziea. 因此, 4 ox 同时 改变 这 样 的 项 时 ， 并 不 影响 弹性 体内 各 点 间 的 相对 位 
移 ， 当 然 也 不 会 改变 应 力 分 布 . 

由 双 周 期 性 ， 在 Po 两 对 对 边 上 的 外 应 力主 矢量 应 相互 抵消 ， 故 由 平衡 条 件 ， 必 有 

2 X; + iY) = 0. (1. 3) 


所 以 , 如 果 Po 内 只 有 一 个 空洞 或 一 条 裂纹， 则 其 上 外 应 力 ( 合 ) FRE X, iY, = 0. 
下 面 对 S 是 带 洞 区 域 和 带 裂 纹 区 域 的 情况 分 别 进 行 讨论 . 


+ 国家 自然 科学 基金 资助 课题 , 
O AXP THA BRI R=1,2; FOR j 总 是 指 j=1,…,p; 不 一 一 标明 . 


A 
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我 们 恒 设 S 是 各 向 同性 的 , 并 记 其 弹性 常数 为 上 ,/, 
RR RHE 
先 考虑 Ps PEH p 个 空洞 的 情况 . 设 各 L 取 定 顺 时 针 向 为 正 向 ， 甸 inim YER 


时 针 向 为 正 向 . CROW, Ty 组 成 ， 如 图 1 所 示 . LR P 所 围 区 域 记 为 53. 
弹性 区 域 5 二 S+ 是 S+ 十 作 双 周期 延 拓 的 结果 . | 


BE 


SE L; 所 围 内 域 5S7 中 任意 取 定 一 点 zj 根据 弹性 一 gne. 并 考虑 到 双 周 期 性 ， 复 
hi JJ RR p(z),y(z) 有 如 下 的 表达 式 ;: 


Fz) 二 一 Re EDD (X; + iY log olz — z;) + 9.22, 2.0 
gz)= Re PD Uk iY log o(z e) AG) (2.2) 


QES), 其 中 Polz)s 由 (z) 在 S+ 内 全 纯 ， olz) 则 是 Weierstrass c PR, 对 数 可 任意 取 定 
分 支 . BEE, ME ptz) ,ytz) 的 多 值 部 分 分 离 了 出 来 . 将 此 二 式 求 导 ， 并 记 Bo(z)=po (z), 
VG) e, Wy 


2e) =- nG FI > X; + Yt — z) + 4462, (2. 3) 
V(z)= tee FI) > (X; 一 iY Ce — zh 让 Yi (2. 4) 
其 中 e) =o (z)/o(z) J& Weierstrass 上 函数 ,具有 双 准 周期 性 
tHe) = deo p, 大 一 ro o (2.5) 
且 有 性 质 ao mE 
pou most . BEC 


由 (1. DA, (2.32, (2. 4) 中 求 和 部 分 已 是 双 周 期 的 . 
熟知 , 应 力 和 位 移 具 有 下 列表 达 式 ， 


qz(z) 十 cy(z) 一 人 Re 多 (>) , (2. 7) 
o, () — a. (2) + Bity (3) — 2 (=) 十 更 (=)]， , (2.8) 
2Hpg(z) 一 pkp(z) 一 z p gp' (z)— —4G). (2.9) 


jid $4G)-—P-FiQ. 我 们 将 证 明 Bo(z) 是 双 周 期 的 . :由 o. o, 的 双 周 期 性 ， 故 知 P 是 双 
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周期 的 但 由 Cauchy-Riemann 方程 因此 52 ,2 也 是 双 周 期 的 ， 从 而 Q 本 身 是 双 准 周期 
的 , 设 Q(z 十 2w4) 二 Q(z) 十 vi， 其 中 为 实 常数 ， 因此, Qt 2o)=So(z)+in. 选取 常数 
Ao Bos (84 ©, (2) =O) (2) 一 Aoz 一 Bol(z 一 z1) 为 双 周期 的 (这 一 定做 得 到 , 见 [7]), 将 上 
式 乘 以 dz/2xi, JE D RU. 注意 到 e GO CURE ER, 立即 可 知 Bo=0,, FÆ 
eG + 2a) —Do(z) = 2A = ive E 

如 果 A0, M 2A = i]. BIT w/o =v vn 是 实数 ， zB. 所 以 4 一 0， P POEN 
周期 的 . 

由 (2.8) 立 即 可 知 , zd (z) 士 更 (=) 必 须 是 双 周 期 的 ， 从 而 zd! GO + GO hE DUA 


的 . 
选取 常数 4,8, 使 得 S+ 内 的 全 纯 函 数 ` 
ADGY— Az Bti—n) c (2. 10) 
是 双 准 周期 的 ， 且 加 数 为 2 二 0 n 
D(z4-24,)—D(G)429, * (2.11) 
于 是 函数 、 
m(z)-z-—D(z) (2. 12) 
就 在 8+ 内 是 双 周期 的 5 ， 利 用 (2. 6) 易 知 
A= amah), B= Ë Gea), 138) 


可 见 BEX BS Ve) — ^ (HDP (2) = (2) +28 G)-—mG)9' (3), 它 已 是 
双 周 期 的 , EYES ASH. 因此 ，(2. D 可 改写 为 


VG)— UFD D, iY Ez, )-DGO9 eG. (2.14) 


(2.3), 《2.14) 便 是 PR), ve) 般 表 达 式 ， 其 申 D(z), PO EEE 5+ 内 的 双 周 
期 全 纯 函 数 . 
[Bl BI) (2. 2), 我 们 可 以 写 


$G)— 4 mer —iY; log o(2— z) —DG)0G) +yolz), (2.15) 
其 中 wz) 和 po(Cz) 一 样 ， 可 相差 一 常数 项 ， 且 : 
de AEPD AD ODP . o (2. 16) 


Æ S* 内 的 双 周 期 全 纯 函 数 ，(2. 12. (2- 15) 便 是 ,wz) OR RRB. 由 于 它们 的 多 值 
部 分 已 分 离 出 来 , 故 po(z),yolz) 都 是 S1 内 的 全 纯 函 数 , 且 由 于 pv GO — 94 GO. d Gz) A 
是 双 周 期 的 , 所 以 它们 本 身 是 双 准 周期 的 记 

Pole + 2a4) =Po) 91. "aC E 2w) =pl) Tp 2. 《2.177 
其 中 pip 是 常数 . 


(=) 带 裂纹 区 域 情 况 


\ 


, 现 设 Ps PRB p AE CELO AK Lab, WEES d Bho, WIE, 如 图 2. 这 时 三 两 
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侧 各 有 外 应 力 , 其 主 矢量 分 别 记 为 X 十 iY 产 ,而 其 上 合 主 矢量 
和 十 这 ;一 (X HY} + AX; HY). 
这 时 条 件 (1. 3) 仍 成 立 . 如果 P 内 只 有 一 条 裂纹 Lu. 则 其 上 合 主 矢量 为 0, 或 即 XS = 
RENT " 
见 , 代替 (2. 1), (2.2)、 现 在 应 有 表达 式 000000 ho 


A= xu x1 205 + iY¥,)log d(z —a)e(z — b+ qk), (3.1) 
ns ee uou to on 
dG)-— ACID 2; (X; — iY log e(z — ajja (z — 5) + 94 (x), (3.2) 


这 里 已 把 p=) pONS ABST TAR, He (2) ur GO EE S ASS. 但 由 于 现在 
上 二 式 中 求 和 部 分 在 各 裂纹 端点 处 有 对 数 奇异 性 ， 其 导数 将 有 一 阶 奇异 性 ， 因此 运用 起 来 
极 不 方便 . AT RAR, RATS a oe, jt 


Hj;(z)= n h; EU — dt, (3. 3) 
j : i | ( ict £ vot ‘ D E d L x ^ x 
其 中 
hj(t) = 从 二 和 一 n 四 (3. 4) 
E J 


由 于 5(1 一 z) 在 1 二 z AES EBD AS, Mha] Ai) =+l, 故 知 中 ， HOH sa, 
ll b; 处 ， ASA log Ge —a,) fl log Ce 2) MAE HEHE. 因此 log oap ole- -b;) — —H;G)tE 
2=aj 1b; 附近 就 保持 有 算 了 . 现在 ， 我 们 可 将 (3.1),(3. 9) 改写 为 、 — 


pz) inp 2; GHY 9 ogaG rade 5) HI p GO, (3.5) 


%(z) 一 Roepe iY) og «(z— ape b) -HFH G2; (3.6) 
由 于 H;GOTE S 内 单 值 ， 所 以 这 样 的 改写 并 不 影响 式 中 风 值 部 分 的 分 离 ， 因而 po(z)， 


办 (z) 仍 是 5 VIUA EE RUNI 自在 各 端点 附近 ， EMH SPARE OM oz), 4Y(z) 的 相 
同 . 顺便 注意 , Sik 五 ;(z) 是 双 周 期 的 ， 


对 于 O(z), Viz), 我 们 有 . 
1 . . a" S ix : 
$= TEED > HY) Cad th@—b) -H/G)YEBGO, (3.7) 


YG = DP (Xp Pea) $027) HT, 3.8) 
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而 . 
HjG) =— [Phot a — Dde 3.9) 
当然 也 是 双 周期 的 。 | | | 
和 (二 ) 中 相似 , 立 中 可 证 Bu(z) 是 双 周期 的 . BS | 
tz) = Goal, (b — DG — a dee — edt, (3.10) 
CES 内 全 纯 ， 在 or MEAR, B 
bile dan) = tition, c (3.11) 
: Di) Ae BE, (3) ; oe s s (12 
— BURG. 13) 给 出 . "Ts 20, RAR, M to c VÀ Dole Us : 
mi)—z—Di(z) .. (3.13) 


就 是 双 周 期 的 ， 这 样 代替 (2. 14), 现在 可 写 


K . i 
更 (z) 一 ix TD A — iY, (2 ~— aj). + Sle — 5) — He) 


— DG (z) + Volz), . 7 (3. 14) 
其 中 VARS 内 的 双 周 期 全 纯 函 数 . 由 于 Pi(z) 在 各 裂纹 端点 附近 保持 有 界 ， 因此 它 
和 上 节 中 的 D(z) 起 着 闻 样 的 作用 ， 并 不 改变 更 (z) 或 Yolz) 的 奇异 性 态 3. 7), (3.14) fi 
是 带 裂纹 情况 时 6(z) WC) W—MBIAR, 其 中 aCe), ,iz) 都 是 双 周期 的 全 纯 函 数 
回 到 yy(z), 和 (2.15) 相 像 ， (3.6) 现 在 强 改 写 为 


eG) ime HD) 22 07 Y ) (log o(z— a)o(e—b) — —H, (z)) 


220 TDi ROR) + Ho)» | (3.15) 
这 时 (2， 16) 仍 成 立 . (3. 5), G. 15) 就 是 现在 情况 下 的 双 准 周 期 全 纯 画 数 ， 加 数 仍 分 别 记 为 
Qiu. | 


(四 ) 一 些 双 准 周期 性 加 数 间 的 关系 


前 面 已 看 到 , 不 论 是 (二 ) 或 (三 ) 中 讨论 的 情况 ,Ps(z)， (=) 都 是 双 准 周期 的 ; 我 们 也 
知道 ,位 移 g(z) 也 是 双 准 周期 的 . 本 节 将 说 明 ， EAT potoga 间 有 些 什 么 关系 . 

Hc. 我 们 还 要 引进 一 些 力学 量 . 作用 在 St 的 边 D. 上 的 外 应 VAEREBICA F.=Xr, 
十 iYr, (4 二 1,2)， 由 双 周 期 条 件 , EBE TF 上 的 相应 的 量 自然 分 别 为 一 已 ,一己 . 如 果 
FAX, (ce) HY, (ce) (CED) RAR LMF ST 的 外 应 力 ， 则 


F, = n CX, CO) + iY, (tr)Jdo, (4.1) 

其 中 为 下 上 的 弧 长 参数 Xo mE 
fa) = if CX + YOdo, r ET, (4. 2) 

Nan 应 力 在 整个 下 上 上 的 主 矢量 为 6, 故 Frz) 是 下 上 的 单 值 函 数 ， 且 易 见 
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Fi=—iCf (Dr,, | (4.3) 
这 里 Cf(7))r 表 示 SON r A D TERA — - 饥 时 的 改变 量 〈 以 下 将 常用 这 种 类 似 记号 )， 
亦 即 
FOISS (204) — FO) — fu), Cf) In, = fn 22) —f (2a). 
AAN, u 


p+ro (+I = fa) const, TEL, = =. (4.4) 
因此 由 (4. 3), 
[Cpr)+r op Cr to) =iF,. - (4. 5) 
先 考虑 带 空洞 情况 . 利用 o CO WER, 
o(z— zt 2o) = —e™™ 4) tWa(z—zxj), (4. 6) 
以 (2. 1), (2. PRAA, 并 注意 到 (1. 2, 便 得 | | 
^ xcu 之 (X, +iY; CMR pK 7. 22 - ei IF, : (4. 7) 
另 一 方面 , 以 (2. 1) ,(2. 15) 代 入 (2. 9), WEBE N, 便 得 
rp D 之 (X; + i¥,)Re(e;) Hupi — de = 22g. (4. 8) 
由 (4.7),(4.8)， 立 即 可 得 出 
P= up + iY;)z; Tet] < Fs + 2080, 
7 (4. 9) 
te E D Da- iY)z, 一 -l oF, 十 24 Bi). 


此 外 , 我 们 还 用 Mr 表示 (对 于 St XUDT 上 外 应 力 的 主力 抵 . 显然 作用 在 PET, 上 
的 相应 主力 矩 为 寺 9 Mr. XHEL LSA ANE HI Me, 则 由 平衡 条 件 ， Mr= -Me 我 
们 可 求 得 M CR MDM FiF, 2 SER Be=etin, WO 
Mr = f cv. (r) — 9X, (do = Im, EXO + iY, do. 
另 一 方面 ， 由 应 力 的 双 周 期 性 知 ,，X,(r 十 2w) 二 一 XX,(r)， YCrt20) = —Y, (x). 因此 , 由 
上 式 可 知 ^ 
Mr= 21m (JF; —-w;Fi). (4. 10) 
同时 我 们 还 可 求 得 Mr 和 y 之 间 的 关系 式 .因为 (参看 [9])” ~~ 
| Mr =— Ref -zcodr， 
故 由 V(r) AO DUE EE, 立 得 
Mr 3Re(ws Cpl) Jr ~a Co Cr, ). 
以 (2. 15) 代 人 ， 再 次 利用 条 件 (1. 3, W4 003 
Mr =2Re |o. ( 全 CO 一 iYe; + 2,000) + 4.) 


一 ola p 2205 = —càY)s — 2080) 十 e]. 
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再 注意 到 (2. 6), 经 化 简 后 , 得 


Mr=— It 2 (X)-i¥ 925] H- — Rel o a aw) 2 (XHY o£) 


D 
+ 2Re (egy — onga} +4Re{ (wy 而 一 wwz) By (0) }. . . (4. 1D 
但 因 golz) 可 相差 一 项 iez, 因此 不 妨 设 ` l 
Im go (0)=Im 2, (0)—0, (4.12) 
则 (4. 11) 右 端 最 后 一 TRS A v 
Mr=— oem m, OG- -dY, pz | 
十 Re { (co, v; — Tio) >) CE; tiran) ee 
ML 


n(x 二 D 
+ 2Re (ang, — why}, - (4. 11)’ 


UA. 当 条 件 (4. 12) 满 足 时 , g(z) 就 只 能 相差 一 一 平 动 ， -因而 总 就 一 - 意 确定 了 . 
由 (4.10) 和 (4.11)', 可 得 办 和 天 ;之 间 的 关系 式 . 例如， 当 (4.12) 满 足 时 ,此 关系 式 


Re {wp 一 anp) = ix pm 2,06 = iY pz, 

— erp «y 一 miah) D GG; + Ite) 
+Im{oF,—o,F,}.  _ f (4.13) 

特别 ， 当 每 一 工 ; EMMA ERE X, +iY;=0 a a. T 13) 分 别 成 为 
p= EXE timo. A n i HaTi dem. | 10 
Re (sd 一 ad) = Im (oF) 一 aF, ). 4 | a. 15) 
EEY TTA, ERA: 12) 之 下 ， ' l r DE 

Re (eua 一 LR Im (P, — E 一 gems 一 各 go} | m 
ly ly. EE 

， uc 2 Mr v ] 2 M1; d Dg “ mE "n (4. 16) 
此 外 , 由 以 上 诸 式 ,还 可 推 知 E 
Reí(«;g;-— a59:)7— i (4. 17) 


现在 再 考虑 带 裂纹 情况 ,如 上 面 演算 ， 并 注意 TORREY BAG, n) (4. 8) 现 
在 成 为 


1 vu -ò — 
PETPEEE 2, OG HY) n Gi Hb) 7 7, (a; +63 tet ails | a. 18) 
K 
nGcT 1) 之 
而 (4. 9) 现 在 成 为 
g,m— mo r5 (X; + iY Ca; +b) + EGF + 20g, 


CX J-iY Re (ms (a;+;)} Hpi p= Hg (4.19) 


(4. 20) 


. 1 » = — 
5 — m ED A iY (a; + 5) caa ye Fi t 20 go. 
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这 时 , BAC. 10) 仍 成 立 . & T D(z) 和 D(z) 有 完全 相同 的 双 准 局 其 性 ， 所 以 易 见 
(4. 17 现 在 成 为 “ ae iy 


Mr = mx p 0, -YDG 十 的) E 


LED NI 


x4 DRe{ wz — TDA, + Y (a) 十 0 »! 


2 TD 


十 YD 


E Rel, — odo) + 4Re (Cor i; — odo) C poo 02D 
同样 ， 特 别 地 ,在 (4. 2S, ERR OTM, TU 13) 成 为 


Re (ex, — gs) “ppro æ —iY/) apt bpk Pi XB 
— ma FD” e{( a — "eol Qn ys Yat, a+ te, D 
| +m (GF. ~ FI). DE i . (4.22) 
E 当 每 一 -裂纹 L; 土 两 侧 外 应 力 的 合 主 矢量 Xy mo M, LERTA O 14) 
T. 17) 不 变 ， 
附注 以 上 请 节 的 讨论 不 难 推广 到 弹性 区 城中 既 有 空 笛 义 汗 列 让 的 情况 ， 从 略 ， 


(五 ) 有 关 基 本 问题 的 提 法 


从 前 面 的 讨论 S ET LISU AE TAERA E, SARKA 
一 些 说 明 . 
首先 ,就 第 一 基本 问题 而 言 ， 即 已 知人 上 的 外 应 力 座 Ki? 二 IC) 求 弹性 平衡 ,但 显然 
这 是 不 够 的 : 还 应 知道 例如 成 EREN EREA Ail oe 则 问题 解 的 唯一 手 立 刻 可 
以 证 明 . 因为 , WR XOH OS FL E, B F=, WATARA = sc 
J= f (Xu -- Y v)ds + f. Oa + Yee ， - Re ke aR Ye Code 


= 2Re{giF, — g;Fi) = 0, | l (9 (5. 1) 
从 而 可 知 S* 内 各 点 应 力 为 om. 不 过 需 注意 ， 由 于 这 时 
us M, = KS 一 xY, ds. 


Woo ‘ , 
AL EE TE (e 
Wt EC 


是 已 知 数 , 故 由 (4. 1005, Do 5 LSU pal 
Dix H E (0o 
im GF, mE = EM. : MEME (5. 2) 
由 此 可 见 ， FisF, 不 能 随意 给 定 , 而 必须 要 求 满 足 (5， DA. DEM 
-这 时 , 第 一 基本 问题 的 边 值 条 和 硅 为 Ux MESE vit 
eG) HE GO FI = HC mn tL Gn so E uas (8.3) 
其 中 Qin —2mo, + 2nwz, M mn 为 整数 ， 又 | 
f(D) = if, CX, e 十 iY, (ds, tt € Ly (5.4) 


AER AEF L;(m.n).E; Cn 2 9 8 E MEME AND 108 (26 ORA, 便 得 wok=)， 
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人 ) 所 应 满足 的 边 值 条 伴 ，， EE 
go) itm po XO) rj =f) tC mn), tELGnsn) s. 00.5) 
这 时 ,fo() 已 是 单 值 的 .这 就 相当 于 化 为 了 所 有 XHY = 的 情况 ， 且 fo GO Rem BRI. 
我 们 以 后 恒 作 此 假定 . 求解 此 问题 , 实际 上 只 需求 解 
02 Potm po FDSC tE Lj, (5.6) 
其 中 C;—-0,(0,0) 89 fERE TERI, 而 其 他 C, (m,n) 可 自然 地 由 PoE) ,oz) 的 加 数 确定 
我 们 恒 要 求 (4. sake. “SBS X)+iY;=0, lik > 


Ayo : A xem 


pithik, .7 
又 因 fouf&.L. LAW, 故 (4.16) 中 的 v 
_M, = Re f, [[ 0d). ; (5. 8) 


mew eG, d» GO, 用 两 种 不 同方 式 考虑 Mr, 易 证 (4.15) 成 立 ; 当然 (4. 17) 也 成 立 . 

总 结 起 来 , 双 周期 第 一 基本 问题 可 归结 为 : 不 失 一 般 性 ,在 假定 每 一 L 上 外 应 力主 矢 
8 X FLY =0 BATE, SER 3+ 内 的 黄 个 权 准 区 期 全 纯 函 数 上 ,Cz) ,ye(z)， ot eon 
条 件 (5. D, ) ERC ARR ED» ace rT. EX St 来 说 的 外 应 力主 矢量 FF. 满 
RAE ne 


Im fif mA) =- Re | fidi) (5. 9) 


者 , 且 p。(z),(z) 的 加 数 要 满足 (5. 7). 这 里 已 设 (4. 12) 成 立 . 此 外 , 为 了 解 的 唯一 性 , 应 
URERA 9 (0) 一 由 (0) Hoy ISIE BRE C. — 0, 则 只 要 补充 要 求 p40) 一 0 吉 gC0) 
=0. 

:条件 (4. 区 7 和 和 (4.157 可 作为 所 得 解 putz) ,办 (z) 的 加 数 p, de ADRES ASR. 

ERE HR FES, DOPE TENE Pit 将 Thepwan 广 
BOLE RE, CU 

HTE CESHE, MEIEL EM oe) RIMM es. 求 漳 性 平衡 这 时 X,+ 
iY; 是 待定 的 ， 问题 可 化 为 求解 双 准 周期 边 值 问题 

Kpo(t)—m) Go O— gi tL, 07 (5.10) 

这 里 gO PRA g(2) 的 项 外 ， 还 含有 以 X,+iY, 为 待定 系数 的 项 ， 且 这 时 对 ge RBH 
似 (5. 9) 那 样 的 附加 要 求 . 为 了 iG ;gr(z) 的 唯一 性 , 应 补充 要 求 po《0)=0 BK Y (0) =0. 
这 易于 证 明 , 而 其 存在 性 也 要 在 求解 中 证 实 . , 

当然 ， 也 可 考虑 各 L 上 已 知 相对 位 移 的 第 二 基本 问题 ”， At. 

对 于 带 裂 纹 区 域 的 情况 ,也 可 类 似 地 讨论 ,但 允许 ， f» eC EERBARE 
LES RE EER RE. AE TC AE tA 

附注 ”对 非 周 期 和 单 周 期 的 带 裂 纹 区 域 , 复 应 Sc a A, 除 [3,4] 中 
的 方法 外 , 也 可 用 类 似 于 这 里 提供 的 方法 完成 . 


eax 
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ON THE COMPLEX AIRY FUNCTIONS IN, 
.. DOUBLY PERIODIC PLANE ELASTICITY . 


Abstract 


The general expressions for complex Airy functions are deduced when both the elastic 
region and the stresses are doubly periodic. The shape and the number of holes or cracks 
in a fundamental periodic parallelogram are arbitrary. The correct t formulations of the first 


and the second basic problems of elastostatics are also given. 


[ 原 载 于 数学 杂志 ， 1986, 6 (3): 319—330. ] 
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THE MATHEMATICAL PROBLEMS 
OF COMPOUND MATERIALS WITH: | E 
CRACKS IN PLANE ELASTICITY’. | ， 


The problems of fracture of compound materials ? are very ithportalt i in practical appli- 
cations. In case of infinite pláne; when the “interface! iis @ ‘strfight’ lineland the cracks are 
rectilinear, there were many investigations under special boundary conditions, e. g., 
[1,2]. When the interface is a straight line but the cracks may be curvilinear, they were 
discussed in [ 3, 4]; when the interface is a circle and the crack i is a segment, they were 
discussed in [5]. In this paper, we shall consider the case when the shape of cracks and i in- 
terface i is arbitrary, in particular, the case of the region of compound materials to be finite 
is also considered. The problems are analyzed i in detail and are reduced to certain singular 
integral equations, the unique solvability of which i is proved ‘mathematically. 7 

We shall mainly discuss the first fundamental problem, i. e. , given the external 
stresses on the boundary and on both sides of the cracks, which is most important in prac- 
tice; in the mean time, it is allowed there is a given displacement difference on the inter- 
face for welding. The method used here is also effective for the second fundamental prob- 
lem, i.e. given the displacements along the boundary and both sides of the cracks; it is 
also effective even for some kind of mixed boundary problems. These will be remarked at 


the end of this paper. 


$1 The Case of Infinite Plane 


Let the elastic body be the infinite plane consisting of two different isotropic 


materials, the interface of which is a closed contour L and both of which contain some 
一 


cracks, p total in number: Y;—ajb;, j=1,...+p. Assume L and the Y,’s are non-intersect- 
ing to each other and are Liapunov curves, i.e., the angle of inclination at the point of 
which, as the function of arc-length, satisfies Hólder condition (€ H). The positive direc- 
tion of Lis taken to be clockwise, while that of 7; is from a; to bj. The elastic region (with 


cracks) located in the positive and the negative sides of L are denoted by S* and S^ re- 


* Supported by the Science Foundation of Ministry of Education, PRC. 
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spectively (Fig. 1). Denote S= S 二 TS and y= 3 y ;. 
= 
The elastic constants of S^ are x^ and 4^. The regions 


(without cracks) located,in the positive and the nega- . 

tive sides of L are denoted by Sf and S; respectively. 
By X;--iY; we denote the external resultant princi- 

pal vector of Y; TT, IT’ are constants related, to, the 


stresses and rotation at infinity. Analogous to the 


method used. in [6], the stress functions in the present 


case, have the following expressions: Fig. 1 
1 £ | 
2) = — ix ED 24 (X; + iY log&(z) + Pz + eG, zE S+, a. 1) 


dys ' EORUM (X; — iF log EGO + Me + Voz), z est. C (1. 2) 


j=); 
to =| = — 1 TN zzu li. J= ls...’ Ps 


where the square root is taken to be a definite branch in the plane cut by 7; (the logarithms 


where 


remain multi-valued there), and 9o(z).%(z) are sectionally holomorphic functions in S 
with line of jump L and are finite at infinity. Us | 

Let us consider the first fundamental problem: given external stress functions X2 (c) 
+iY7(r) along the positive and the negative sides of Y; and the constants TI", determine 
the elastic equilibrium. Assume these functions € H. Given also the function of displace- 
ment difference along the two sides of L. This means; if we denote u* (22 d-i v* () as the 
displacements at the point 7 € L on the positive and the negative sides respectively, then 
the function IE 
gA) = uta) tivt] — Cu (D cb iv (02 (1.3) 


is given. Assume'g (£) € H too. We want to eliminate this’ displacement difference by 
welding. 
Denote ^ 


Xp +ivt =| acc + VEYds, Fae o a.4) 
They are respectively the principal vectors of the external stresses along the positive and 
the negative sides of Y;, so that 
X; + iY; = (XF + iYj) + OG; + iY7). (1.5) 
If we set 
fic =i] CD + iY Ods, 


2.6) 
FO c iQ HYD — il OG + Yr Ods, 
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then, similar to [7], we have the boundary, conditions on ;: 
g(r) rpm) +P) = FF) FC, TEX, jl...» (1.7) 


where the C,’s are undetermined constants. 


The external stresses on the two sides of L must'be in equilibrium, hence we have 
POE OP O=aFUW +19 O+PO, tel. (1. 8) 
Moreover, by the expressions of displacements of the two sides of L: 
2 u*Cu* (a) + ivt = Kt ga) 一 9 — 90; t€L, 
we have a another boundary condition 
MORT AMOET AOE AO UE pO 4 03. t€L, (1.9) 
in which we have put 
at= et/pt, Bt 一 了 /pt (1. 10) 
Substituting (1. 1), (1. 2) into (1. 7) — (1. 9), we may obtain the corresponding 
boundary conditions of po(z) and e(z); the forms of (1.7), (1. 9) remain unchanged with 


certain new given functions in their right-hand members , while (1. 8) becomes 


gi (Q9 te/*Q0) +49) — > (X; + iY; plog cO 


E DE 


| t : / 
-zamo Y% æ- wo] RjG) 


十 ERTA + iY; ) log GO tO) 
=E 0) 十 tpo 40) 一 oma + iY; Dlog Go 
“REED YO -rp/ v R(t) i 
+ EXPE +Y) og EO, IEL, 


2r + 1) 
in which we have denoted R;G) = ( —2a,) G—5)) , VRQ) =, | (t—6;) and have noted 
J 


that (log £,G0)2' = 1/ NV R;G) . The above equality may be rewritten as 
de G) 419v GO) - dà OO — gi OO 9-19 (0 dz CO "E RhG, tL, (1.8) 


where 


at K {ove vu 
mc Dep col 


P 
+a- o] Vno]. CX) 
j=1 


which is already a single-valued function on L. 
Therefore, if we replace ¥o(z) in (1. 2) by 


d.) 一 zs A0 ar, 


h(t) 一 一 


ices 
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then, by Plemelj’s formula, the last term A(z) in the right-hand member of (1. 8Y will dis- 
appear and we will return to (1. 8),: while the forms of (1. 7), (1. 9).still. remain un- 
changed (of course the known functions in their right-hand members ar&changed'anew). 
Thus, without loss of generality, we may assume each X}+iY ;= atthe very beginning as 
well as =I’ =0. Then g(z) —94G) , (2) (2) are sectionally holomorphic/and finite 


at infinity. In this case, (1. 6) becomes al 


fi = if OG CO + Yid, ^ 7^ AD 
and thereby fF (aj) = 0, f} (b) = f7 X5). Let | MEE 
F(t) = ff GO) fF @, Gy = ff Crt fy ed THEN ys CoQ(Q12 
so that Ela) = F) = 0. 1; B 2 decenas oe 


In order to solve the boundary! value problem (1. 7}~ {1; " we introduce a new” un- 
known function e(£) € H, t € L4 Y, assuming el i EH “on Y (for che notation + ef. 
L8D and € Hon L, such that - : - pas : } 


Hz) = abore. Lb 2 ES, EDEN a.13) 
—_ wk) + be oD FG) . 
ve) =— gi], PEE dar + ax]. raat z€S. 0.10 


We suppose temporarily. 


! ^o itc 


wla;) = wb) —0, j=1,...,p. n 15 


Of course, the existence (also uniqueness) of w({) and the equalities (1. 15) ought to be 


nnm 


proved later. a 


Substituting (1. 13), a. 14) into a. D, either for positive or negative boundary val- 


ue, we obtain the same equation 


PF) TEN Dl 
J T, a 1? TG, Ps ddp. 4 €1. 16) 


(Kw)(r) = G) tx 


fa), m eub eot 


where we have defined the operator K as 


(Ko)(,)— im ear - 一 项 Lf Dà IT im 
{ 


ot 


aif zpab- b ELH. (1.17) 


2ni L4 5 一 名 


Substituting (1.13),(1. 14) into (1. 8), it is observed that it is identically satisfied. 


At last, substituting them into (1.9), we get an equation on L; 


Los Aw(t) + sl, paar 
Ti L4Y 


《一 
PB | 4 i 
+ OF { Ler opd bg 和 tx n pu «paci 
= 4g(t) EL PO reL, ^5 08 


where we have set RO m io care oiar osi tan 
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Aze@ttattBt+B, Baat—ia— Bree. e.c: 0.19 

(1. 16}, (1. 18) as a whole constitute a singular integral equation of normal type along 
L+Y. (since A+B#0). We want to find its solution in class A; i»e. , w(a;),w(b}) to be 
finite. Since’ F(aj) =F (6;)=0, it is easy to verify that, i£ this equation has a.solution in 
hop» then (1. 15) is really valid and eQ EH, w OEH, w(t EH": 

Now we shall prove; when Cj's (j=1;...,p) are suitably chosen (also uniquely) , 
equations (1. 162, (1. 18) are uniquely solvable in hz». Analogous to [7], we first prove: 
when ff (r)—0, g(t) —0, the corresponding equation has a solution w (f) after C;— C$ 
(j=1,...5p) is taken, then w({)=0 on L+7 (and hence Cj—0 necessarily). E 

Let the corresponding:functions given by (1. 1), Ct. 2) through the substitution w(t) 
be polz), polz) respectively. It is easy to verify that they satisfy the corresponding. bound- 
ary conditions (1. 72 — (1. 92 , which form the first fundemeptal problem under zero condi- 
tions. By the uniqueness theorem, ‘the elastic region may only have a rigid motion. Since 
pol) —4(00) —0, so polz) = Cz) 70 in St, while in S7, :we have 

polz) = iez +c, do 一 =d, z€ S^, (1. 200 
where e is a real constant and c,d are complex constants. Thus, we have, whether 7; is in 
S*orin S^, ; l . 

w(t) 2g) HD)=0, rEY 
Hence 90(z) =Yo(z) =0 in So and (1. 20) is valid i in So. Then the boundary conditions 
(1.8),(1.9) on L become 
GOL OKO =0, 7 oo ^ ^ 
LL t € L. o0 0-2D 
A +t Pot) — $e @) — 0, | 
which immediately follow po GQ)=% (0 on L. Hence w(t) =g (2 =g (0 —0, t€ 
L. mE | 

Therefore, we have proved a; (£) —0 on L--7. 

Since the index of (1. 162, (1. 18) related to class hz, is — p, then, by the results in 
[8], 88 112,113, its adjoint equation has 2p (complex) solutions e, (£) - Oop (D (lin- 
early independent in the teal coefficient field) in class ho G. e. , solutions may have inte- 


grable singularities at a;,6;) and a. 16), (1. 18) are solvable in hap iff 
| re Sof or a dr = 一 As k= 1,... ;2p， (1. 22) 
where n . . | 

A= Ref HO ade, klip 0 (1. 23) 


in which we have written the right-hand members of (1. 162, (1. 18) Cexcluding C;) as 
H(f£) in a unified form. Seperating the real and the'imaginary parts of (1.22), it becomes 


(D The uniqueness theorem for the considered region (as well as that will be considered in the next section? remains 


valid, which may be proved by the method similar to that used in [9], $ 40. 


MH. 


Vr J 
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a system of 2p real linear equations with 2p real unknowns. It is non-degenerate, since it 
has only trivial solution;C;=0 when H (£2) = 0 and so A= O, as shown before. Hence, 
(1. 160, C1. 18) is always uniquely solvable in hz, when the C;'s are uniquely suitably cho- 
sen. Hence the problem has been completely solved. 

If only the distribution of stresses are requiréd (not necessary. for displacements), we 
may take derivatives of both sides of (1. 16), C1. 18) and so obtain a singular integral equa- 
tion in (f) —o' (E), which has to be solved in-class ho with additional conditions 

Th Ade =0, o2. E (1.24) 

The existence. and. uniqueness of such a solution may be proved a as,in tn. which will 
not be repeated here. The obtained equations :do not contain any undetermined constants, 
which much simplifies the process of solution. Denci ; 

Remark. , We may suppose :fF (t) and gf) € H only. To illustrate. this, we should re- 
place (1.14) by :: : : 
plz) 一 一 s LAY 2, E+ milt eat | , , 

=i dut, ZES, o a (1. 14)’ 
which is coincident to (1. 14) if a (t) EH, w (EH'. In this case, on L, for instance , it 
is impossible to calculate 9' * &) and f+ (1) seperately. But it is easily seen that the bound- 
ary values ¥* (z) of 

XG) = zg'G) + We) 
exist. For, by (1,13) and (1. 14)’, 


adf. of) 4 e) 4 
XG) . 2Nijisr 5 — z ag 十 * dibus 一 zd 


E =z. oO) ae 


` 2nijr+r E —zẸ— z 


both the positive and the negative boundary values on L of the last term in its right-hand 


member exist (Plemelj's formulas remain valid in this case?) and they are respectively 


l -a 工 Et wt) 
Tog? 2il rir E — t (.— gabe 


where 0 is the angle of inclination of the tangent at the point z € L. The same is for the 
boundary values of ¥(z) on Y. Hence, if we understand tp'*(2) + 9*9) (t€ L) and 
T BOET (TEY) in (1.17)~ (1. 9) respectively by: XF G) and ¥* (v); then the above 
discussions remain valid and the same equations (1. 16), (1. 18) can be obtained without 
using w (D. However in the proof of the existence and uniqueness:of the solutions, it is 
natural wo (£) € H on:account of the. zero boundary conditions, so that the proof is valid at 
all. 

This remark. may be.as. well applied to the problem. considered: in next section: as well 


as those problems discussed in [6,7 ]. nein 
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了 


. $2 The Case of Bounded Region - 


In this section we assume the elastic region in consideration is bóunded, the external 
boundary contour and the interface of which are Lo and Li respectively «Fig. 2). All the 
notations used here are the same as in $1, but now S* is 
- if, the region with cracks bounded between Ly and Li. ‘We as- 
sume Lo is also a Liapunov curve and take the counter-clock- 
wise sense as its positive ditection. Assume again all the 
. curves considered are non-intersecting to each other. As- 
sume QE S* and denote L-—Lj4-L;. The méaning of S£ is 
obvious. 本 

In this sense, the stress functions 9(z), ¢(z) are still 

given by (1.1),(1. 2) but without the terms T'z,7"z. 


Fig. 2 


Again consider the fitst fundamental problem. Besides 
the given functions and the assumptions subjected to them as in § 1, we know also the ex- 
ternal stress function X,(¢) +iY,(£)€H, tE Lo, and: denote its principal vector by Xo+ 
iYo The given functions must satisfy the conditions of equilibrium 
(07 as P 
ars ous vein o M OG +i¥) = 0,. MM; — 0, 
j=0 j=0 . 

where Mo and M;(j>>0) represent respectively the (resultant) principal moments of the 
external stresses on Lo and on the two sides of Yj. We want to find the elastic equilibrium. 

As the same as in § 1, we may assume X;+iY;=0 at beginning and so qz), Cz) are 


sectionally holomorphic in S. At this time, the condition 97^ ,M; = O is equivalent to 
Re |J, /. code [Fcoar] =o, | (2.1) 
where (t, being fixed on Lo) - | B 
fi = i[ Ox. + Yds, t ÉL,’ | (2. 2) 


which is single-valued on Lo. The proof-of (2. 1) is similar to that given in [7]. It appears 
valid since the principal moments applied on the différent sides of L, are canceled to each 
other on account of the conditions of- equilibrium. 

Now, the boundary conditions: of' the problem to be solved are: on Lo, 

e) tg O M 40r fo COS te Low. c (2. 3) 
where:C is a constant4-the same as (1. 7) on 73 the same as (128),.¢1. 9) on Lı (noting 
that: we have written Ey in place of L here). On solving the problem, we.introduce e£), 
FEL+Y, as the same as (1.13), (1. 14) and suppose again (1. 15) (its truth may be 
proved as in § 1 and will-not be given later). Substituting them into (2.3), we get an in- 


tegral equation 本 
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FO) 
(Ko) E) = fot) + aal, PO + Co EL. (2. 4) 


where Kw is given by (1.17); substituting them into (1. 7), (0. 9), we again obtain 
(1. 16), C3. 182,9, (1. 8) is satisfied identically again. Using the method analogous to that 
of D. I. Sherman (cf. [9 and setting 


Cy = 一 | w(t)ds, (2. 5) 
Lo 


then (2. 4), (1. 16), (1.18), as a whole constitute a singular integral equation on L+7 
with undetermined constants C;,... ,C,, which is required to be solved in ^. 

The equation is not always solvable in hz, for arbitrary given functions in the right- 
hand member, after fixing C1,... +C, to be any constants whatever.’ As in [9] or [7], in- 


troduce a pure imaginary cónstant 


2d e) 
b, 一 mee n P dt (2. 6) 
and change equation (2. 4) Pl 
F 
C (Ko) Q0) +Ê T = fit) cil ini), Feo) TO t€ Lo, | (2.4) 


where Co is still given by (2. D. 

We first prove: if condition (2.1) is satisfied and (2.4), (1.16) , (1.18), have a solution 
w(£), £€ L--Y, in class ha, when C1,... ,Cp are suitably chosen, then bo defined by (2. 6) 
must be zero. Let the functions given by (1. 13), (1: 14) and the constant in (2. 5) with 
this w(f) be Hz), d) and Co mecum Returning to boundary conditions , we have 


, «Dc! 9'Q) 十 90. = f) + Cos tE Lo 
P(r) +rep) 十 j- (DFC r€Y,j-—1l...» 
F Http TO HY O= 9 (Q) Htp TOHE, EL 
(another equality on Zi is omitted here since it is of no use). Multiplying both sides of 


these equalities by d? or df ard then integrating along Lo,Y; ot Ly tespectively, we get by 


integration by parts 


J. (edi gal FORE i|. fodi, 
f, od- oan. Fod], ffe; (j—a)), jel,....p, 


n Cyt iF sos |, jd Í, (edie rows], Pad. 


Taking the positive and the negative boundary equalities i in the middle, subtracting, sum- 
ming up with respect to j from 1 to p, adding to the first of these equalities and taking real 
parts of both sides, we get by (2. D, 


Re{[ pode + »j. (ote) — 97 Cd] 一 2rip = o. 


j=1 


(D Write (1.18) as (1. 18)1 when t€ L4. 
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Taking the real part of the last equality above, we have 
Re| | ot (t)de 一 | pdr} = 
L L 
Adding the two obtainediequalities together, we get, by rewriting in form, 


Re (|, eoi »» u (yt (C)—47 codec |, g cor) 
十 Re | 2 joe cd 一 | d (dt | — 2riby— 0, 


where - a or 2 means summation with respect to j for Y; ES or € Sz. Since 9(z) is 


sectionally holomorphic and has only singularities of order less then one at the end-points 
aj;+b;, we know that the expressions in the brackets are zeros by Cauchy’s theorem. Hence 
we have proved po 一 0. 

Let us now prove; the general equations (2. 4)’,(1. 16), (1. 18. after Cis... ¿Cp are 
(uniquely) suitably chosen, are solvable in hz, and the solution is unique. As in $1, it is 
sufficient to prove that, if by choosing C;=C} (j=1,... +p), they have a solution w({) in 
h;, under zero boundary conditions, then e(£) —0 on L4-Y. | 

Let us have corresponding polz) doe) CS and bo for w(Ẹ). Since (2. 1) is obviously 
fulfilled for zero boundary conditions, then 65=0, i. e. , by(2. 6), 


Ref OO) ay = o. (2. 6Y 
Ly t 


Therefore, on returning to boundary conditions, we shall have the zero boundary val- 
ue conditions of tbe first fundamental problem in S. By the uniqueness theorem ,ywe have 
Pelz) = ietz +c*, ple) — d*, 2€ St, (2.7) 
are real constants and c? ,d+ are complex constants. It follows immediately 
(tT) = Br) —q4«$ 0-0, c€Y, ， 
and " 7) remains valid for z€ S? . Substituting them into the boundary conditions of 


where e+ 


both sides of L,, we have further 


ct+dt=c +d, (2. 8) 

atct— ptd = ac — ET, (2. 9) 

— ptet = (a — Be. (2. 10) 
Now, the expressions of go(z) do (z) become respectively 
. E t ^ vut 

9 (z)= ietz + c*= aril, rs t, 2€St, | (2.11) 


tay (t) + te) ON 


t—z 


Q(z) = d+ 二 一 zal 2 € S£. (2.12) 


Let z approach to a point t on Lı from its different sides, by Plemelj's formulas, we 
obtain, by (2.11), 
Gy) = ilet — eT) + (ct—ec7), tek. 
Thereby, if we restrict z€ St in (2.11), we get 


THE MATHEMATICAL PROBLEMS OF COMPOUND MATERIALS 


WITH CRACKS IN PLANE ELASTICITY 281 
. l.f «02 
十 +o dj ots + 
ietz + c+ 一 zi. ; zdr, z € St. 


Taking derivatives on both sides, let z=0 (since OE S), we immediately get &* = 0 by 
(2. 6)'. Then, by (2. 100, we get & 一 0 since ao —8 = (x7 De >0 for k 251. Thus, 


we know that 


w(t) = ct— c, t€ Ii, ' ‘ (2.13) 
and furthermore, 2 
ct= zin w(t) 5 ; à 
2m€jnt—z 
€ Si. 


a=- hl, W(t) 十 too OM 


271 t—z 
Put . 
p.) = a(t) — c, d.) =— w(t) — tw (t) — dt, t € Ly. (2.14) 
We know, as in [7], p. €? and 9. (1) are respectively boundary values of holomor- 
phic functions po(z) and 如 (z) in the region exterior to Ly, which may be proved identical 
to zero. Hence, by (2.14), we know that ' 
a (t)=ct, t€ Ly, (2.15) 
ct+dt=0.- ' (2. 16) 
On the other hand, (2) Jo (z) satisfy boundary condition 
pot) + C9 + RE — C. tE L, 
and we have already known go(z) = c*, fo GO = d* in Sf, So, by (2.16), we have C$— 
0. But by definition, ` 


C? = 一 | ox (ds =—ct|Zy] Hu 
] Lg 


where |L4| is the total length of Lo. Therefore c* —0, and then, by (2.15), w(t)=0 on 
. At the same time, we know also dt —0 by (2. 16). 
Moreover; by (2. 85,(2. 9) ,.we have c =d —0. Thus, (2. 112 now becomes 

1 ij wo (t) 


27i ni-—z 


dt = 0, z€ St, 


from which we have a (t)=0 for t€ L, by Plemelj’s formulas. 

Hence, wo (i)=0, EEL+Y, has been proved, which solves the proposed problem 
completely. 

The statements at the end of $ 1 before the Remark remain valid in the case consid- 
ered here. As for the Remark itself, some comments are necessary in this case for the 
proof of 5; —0 under condition (2.1). For example, (2. 3) must be understood here by 

(g(z) + z e!) + O@IL, = folt) + Co 6€ Ly. 
Particular attention should be paid that w&could not take limits! seperately for the last two 
terms in the brackets. But if we take a closed contour Ly’ in St sufficiently closing to Los 


then we have 
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[Hed + 2 9G + FOIE = | Cede 一 到 =dz 十 77d2， 
Letting Lo tend to Lo, it will tend to: 
| Cp(z)dz — g(x)de + PdL, 


as limit (the existence of the latter is known) on account of the uniform convergence by 


the properties of Cauchy-type integrals. Taking the real parts, we have 
f (Re f(z) dzJ}, = Re f fadi, 
Ly Ly 


in spite of that the limit Cplz)dz)t, itself may not exist. Similar situations will appear on 


both sides of Li. On Yj, we actually only use the difference of 
I, (Hz) + zp' (2) + ge) Edr. 


The uniform convergence of the Cauchy-type integrals is not involved in at all, which 
could not be assured near the end-points of Y. Hence, the deductions used there remain ef- 


fective. Thus, the Remark is fit for the case considered in this section. 


$3 Some Comments 


1. The method used here is also in effect for the second fundamental problem, i.e., 
given the displacements on both sides of Y (on Ly also in case S is bounded) and the dis- 


placement difference on the interface; in case of the infinite plane, besides, given D, I” 


and X + iY = 57^ (X; + i¥,). In case of bounded region, (1.13), (1. 14) should be re- 
placed by l 


1f Que 1 « : + 
PODS ilo t aa ~ BT 2 (X; +iYlog f(z), z € S*, 
_ «tt GD te cedo. 1f Fel) 
$(2)— A t 一 , dt 十 IM t 一 Rd zi], t 一 ; dE 
kt a . d Fr) 
+ üotrp 2100 — Plog be) — zx, road 


+l AG) ai, z€sSt, 
L 


2mjnt—z 
where F (r) —25;(gf (0 —g; (02; T€ Y; (uj u* or u^ according as Y ESY or € S, , 
gj (r) are the displacements at the point c € 7Y; on the different sides); h(t) is given by 
(*) in $1; and X;+iY; (j=1,...,p) are undetermined constants. In case of infinite 
plane, the terms involving Lo certainly disappear and in the right-hand member of the ex- 
pression ¢(z) an additional undetermined constént term B should be added. Moreover, at 
this time, X,+iY,, for instance, may be given by X;+iY;, j=1,...,p—1, since X+iY 


is known. Therefore, there are still p undetermined complex constants X;+iY15...»Xp-1 


Bike. 
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+iY,-, and B. The method of its solution may be processed as in [7]. 

In such cases, we could not eliminate the undetermined constants by differentiation. 
However , if the considered problem is the second fundamental one with given relative dis- 
placements (cf. [10 D, then such advantage is available. 

2. If, in the.elastic region, besides cracks, there af&Cpothe "holes"; we may estab- 
lish effective method of solution by using that established here combining "with that given 
in [9]; ; even if the interfaces are more than one i in number and different materials are more 
than two in number, the method used here is also effective with reference to [11]©. 

3. The method used here is also in effect for the following mixed boundary value 
problems; given stresses on both sides of some 7; s and displacements on the others Cin 
case of bounded region, given stresses or-displacement on L4). In particular, the most im- 
portant case in practice for. bounded region is; given stresses on both sides of each 7; and 
given displacement on. Lo. In this case, we may again eliminate the undetermined constants 


by differentiation, so that the method is more effective. 
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(D Note that the general expressions of g(z),g¢(z) and of the introduced function e(£) in [11] should be modified 


as in this paper, though the reasoning used there is valid. : 
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裂纹 的 复合 材料 拼接 个 在 面 
的 第 二 基本 问题 


o» -要 


本 文 涛 处 由 两 入 带 裂 绞 的 不 同 材料 拼接 时 的 问题 ， “已 知 毒 一 裂 级 两 侧 相对 于 
” 平 动 的 位 移 和 宾 上 外 应 力 的 合 主 闫 量 . 问题 化 为 了 裂纹 上 的 奇异 积分 方程 ， 并 导 
出 了 应 力 强度 因子 公式 . 


———— p 
DERT, 对 此 问题 的 较 一 般 情况 ， 翌 纹 的 个 数 、 形状 与 位 年 除 要 求 不 和 材料 交接 线 相交 
外 均 不 受 限 制 ,我 们 在 [4] 中 也 已 解决 ,把 间 题 归结 为 求解 裂纹 和 交接 线 革 的 奇异 积分 方程 ， 
且 证 明了 解 的 存在 和 唯一 ， 在 [5] 中 ， 并 把 它 具体 应 用 于 双 直 裂纹 情况 ， 且 化 简 为 只 是 裂纹 
上 的 第 二 型 奇异 积分 方程 ， 从 而 易于 求 数值 解 ， 这 些 都 是 属于 所 谓 第 一 基本 问题 (参看 
Cl 在 [7] 中 则 称 为 第 二 基本 问题 ， 我 们 不 用 这 一 称呼 ); 

本 文 将 讨论 第 二 基本 问题 . 这 里 将 不 采用 经 典 的 所 法 站， 而 改 用 我 们 在 [8] 中 的 新 提 法 ， 
即 ， 已 给 每 一 裂纹 两 侧 上 相对 于 平 动 的 位 移 以 及 其 上 的 外 应 力 合 主 矢量 ， 求 弹性 平衡 ， 当 
然 在 无 穷 远 处 的 售 力 和 转角 也 要 给 定 ， 这 种 问题 在 实际 应 用 中 是 有 意义 的 ， 例 如 在 各 裂纹 
中 分 别 独立 地 打 进 一 些 橡 子 时 就 会 出 现 这 种 情况 ， 对 于 给 出 各 用 纹 上 相对 于 刚体 运动 的 位 
移 ， 并 外 加 给 出 其 上 合 主力 矩 的 情况 ， 这 里 就 不 讨论 了 ， 因为 如 [8] 中 所 示 ， 可 化 为 上 述 
问题 求解 . 

这 里 将 采用 与 [4] 中 相似 的 方法 加 以 适当 修改 . 对 于 只 有 一 条 直列 纹 的 情况 ， 将 作 较 详 
细 讨 论 ， 但 所 用 方法 也 适用 于 一 般 情 况 ， 最 后 并 给 出 求 应 力 强 订 因子 的 数学 公式 

这 里 所 用 方法 还 可 用 来 求解 带 裂 纹 的 圆 板 焊 人 无 限 平面 时 的 类 似 问题 ， 这 一 情况 的 第 
一 基本 问题 已 在 [9] 中 解决 . | 

还 可 注意 ， SPREE Lm BADER, MONAR, SAIS 
这 里 的 方法 也 完全 适用 . 


(一 ) 问题 的 数学 模型 


我 们 将 沿用 [4] 中 的 记号 ， 设 无 限 平面 由 不 同 的 各 向 同性 弹性 材料 的 上 、 下 半 平 面 Z”， 


+ 国家 教委 科学 基金 资助 项 目 . 
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Z 拼接 而 成 ， 交 接线 为 z 轴 , 其 弹性 常数 分 别 记 为 r+ ete. 设 平面 中 有 pp 条 互 不 相 
EI UR Lassus 它们 也 都 不 和 zz SUBE, 每 一 二 = ab 为 一 Janyaos 开口 弧 段 ,已 取 
PEMA a; Bb, 记 L = DY L, 这 些 裂 纹 可 以 某 些 在 上 半 平 面 , 另 一 些 在 下 半 平 面 . 带 
发 纹 的 上 、 下 半 平 面 分 别 记 为 S+ ,5 
我 们 的 问题 是 ; 已 给 诸 裂 纹 L ECA). 负 ( 右 : 倒 上 相对 于 平 动 的 位 移 ， 
1) = gj (D = uj 0) + ivj), 2€ Lj 
Higi (2)E 瑟 (本文 所 用 的 一 些 记 号 见 [10])?， 自然 还 应 有 g+ (a) g- (a), g+ (GOD 
8g- (bj;)， 还 设 已 知 每 一 L 上 两 侧 的 外 应 力 合 主 矢量 Xj 十 说 ; 以 及 无 穷 远 处 的 应 力 和 转角 ; 
不 失 一 般 性 ,可 假定 它们 都 等 于 零 . 在 这 些 条 件 下 ， 要 求 弹性 静 力 平生 | | 
我 们 还 将 采用 这 样 的 记号 ， Lj 所 在 的 半 平面 的 弹性 常数 记 作 kj ui 于 是 ， ï L; €zt 
CR Z^ HB. kj 二 kt (X 7, uj— 并 (或 ). |. s 
根据 所 设 条 件 ， 问 题 的 Konocos PBK p(z2， MOTE SHS” PRAK EAER, 在 裂纹 
两 侧 要 满足 位 移 条 件 
4940) — Gps Q) T 44002 = "PT +C, t e L. j=l esp, OD 
EFC 为 待定 常数 ， 由 它 可 决定 ;上 的 绝对 位 移 ; 这 里 p 4 (0 EE SOR p(z) 等 等 在 工 两 
侧 的 边 值 ， 
i x ht, 由 应 应 力 和 位 移 的 连续 性 条 件 ， 应 满足 
(^ gt (2) + p GO + PG) = g D) zy) + 4 a, (1.2) 
$* G) — B^ (x p D+ r= a 9 x) — B^ x € (r+ G2). (0.3 
ile Az=o (2) SSE c 轴 上 、 下 侧 的 边 值 ， 且 已 令 
at= kt /y+, Bt= 1/pt. (1. 4) 
由 于 当 z--colife* (2) ,J+ (z) 均 有 限 ， 我 们 设 


ge) = C+ 十 o 


D+(z) = g (z) = T ¥*(z) = f+'(z) = EP 


gte) 一 万 + 十 O 
(1.5) 


在 (1. 2),(1. 32 PS zx 一 十 co, 应 有 
C++ Dt=C-+D-, atCt— B* Dt a-C- — B-D7 
所 以 实际 上 我 们 有 两 个 独立 常数 ; 例如 C^. D^, 如 果 (1.1) 中 诸 C; 事先 指定 一 个 , 例如 
C,-0.C(B) L; 上 给 的 是 绝对 位 移 ), 则 C- ,D- 中 也 就 能 事先 指定 一 个 ; 反之 , 如 果 C- ,D- 
都 已 事先 指定 ， 则 所 有 C; 均 待定 , BERLE PRM. 以 下 我 们 恒 设 C- —D- —0, 从 而 
tE Ct=Dt=0, | 
引进 新 的 未 知 函 数 (D, CEL+X, 使 得 
* Oz) -Al eo ar, m C1. 6) 


pos L+X t 一 之 
E 


Q Jg (在 任 一 端点 < BEA eC mA O0". OSL (€ H Bb CHER TUER BL 
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. up 一 一 一 . foe 
ART oO),  i[ ^O 
yz)= >) - Li dt zx. "- z dr 


k=1 
x 


us "ed ELGI NOE | 
eG) E Sw GO > ap gi — ge dt (1.2 


~ oi |6£—5 cod 
(zEL+X), BATHE wla) wb) G1, p) WAR, RBH HEB SCORAHBA 
FREER, WIR ROR, (a) = w(b;) = 0. PAN Be (D € H FLE, eG), 
o! (x) xw! (xr), 2% a! (ER (记号 见 [7])), B - 


er) = OC), s w Cr) =O) Aaen 1 
co 081 ec 


所 有 这 些 假定 和 w(t) 的 存在 性 ， 以 后 后 将 证 实 . 
Ka. 6), (L DRAG. DH, 利用 Plemeli 公式 etm em- 方程 


Kf wr) 
in adr t 2 Od og? + mal, ated S$ 
w(t) Ky ott) 一 T^ 
+ » Y Al, z4 + > 二 dr 


Hy ft wE) ff” CE》 é—t 
+ Brij. f — t di 25i) -o Ê = E — i35 T wail or =t, 


-一 i e 
af PRG £ ae 十 Ch t€ L, Q8 
Z3 


= Bg) — gi- O3 十 5 


k=l 


把 (1. 6, d. DRAA. 2); TEE RA. 最 后 ， 把 它们 代入 人 3)， 则 得 另 一 


+ 十 co 
(at 4- a -十 BY 87 yox) + expe aa 
at— af" w(t) gy £e al |, «o 


xi LT— T 


T= 


re 


+ 
gyn ef so 
十 (8+ 一 有 23 sj, zer 
oO 
='2(pt— B8) A, He Bs Og (05 (1.9) 
(1. 8), (1. 9) 一 起 构成 工 十 和 上 的 一 正则 型 奇异 积分 方 各 | 
Aaa) + PED Ear | Ki Gybrocdret 


+| Riad Dd = FG + CG), BELEX, — aao 


AQ = » be’ 
O latat pte pm, tEX; © 
. EL 
一作 
人 ep 
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KDE€HTLE. CH FX E, Mh Cob) kolo DICH. 我 们 要 在 hs 类 ( 即 在 各 裂纹 


端点 处 要 求 a(r) 有 界 ) 中 求解 因而 其 指标 为 一 p. DO 


类 似 于 [4],§ 3 中 的 讨论 ;. 可 证 明 在 适当 选取 C, 后 , 方程 (1.10) 有 唯一 解 (D, Be 


f E olaj) =o) =0 以 及 前 面 所 有 提 到 的 对 于 w( 纪 的 各 项 假定 . 


= 化 为 裂纹 上 的 奇异 积分 方程 | 


本 节 中 将 说 明 如 何 把 方程 (1.10) 或 即 (L 8), C1.9) 化 为 积分 出线 只 只 在 裂纹 上 的 方程 因 
而 便于 求解 为 简单 起 见 ， 将 假定 只 有 一 条 裂纹 工 一 ;但 所 用 方法 对 一 般 情况 原则 上 是 


一 样 的 . 为 确定 起 见 , WL, 位 于 下 半 平 面 Z- 内 . 
这 时 ，(1. 8), (1. 9) 分 别 成 为 


=a w(t) 一 dt 十 + of w (rd log = < 一 一 上 "is 


ars oy 
"ug 


x], 
Zi T 


Tj. t—t 
«te COM lft "m te £—t 
zu 一: dé — 2rij — I + mal «(Od 2731 
= jp- [Cg CD + g- (24 E QE EX c, t€ L, 


tet 


十 十 co 
Catta 4- B*4- B7 EET e) ae 


S E— 105 
LE Lt eas E; SEY oce 
十 (Bt == e | sar 


LIX 


pun NOM 
zi tax UU Ts 
其 中 C 为 待定 常数 . : 

将 (2. 2) 改 写 为 


prem 二 三 Da 


= — (at —a iG) G* —8 06— laH a HTL) 


BEES | | | oa 
(oo A Sata BER So Busan an pte, 
且 不 论 = BF LAB, 已 记 as 


ht) = alt Ode, Ip) = 4, Lala, \- 
RT 
Lz) =— +f od = = Ll dott) 
“ee ij 2 PEG rca 
' aie p m Ric v 
一 工 E 二 :dow(r)， 


un 一 
LG) = " gk gg 


Tz, 


ML) 2B RH, ALIE hG), Libre ANE 求解 (2. 3)， 则 得 


(Q.D 


(2. 2) 


(2.3) 


(2.4) 


(2. 5) 


A 
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snc ee =e ke T+ G+ LG) 


fe 一 ar- Oe gc RE LG»: 


(HA ^ EA 
(2. 6) 
交换 积分 次 序 ， 易 于 验证 ， 
| +07, E) Læ), z€Z2*,' l "Lt 
c M "n wage, Woe PO ae 1), | 
ALIO, (e | z€Z*, 1 fte7 ( B MIC 
zb. ESI eS, " 二 anas s E 
7 一 2， 3， A 
以 此 代入 (2. 6) ， 则 得 
e) =— a* Itr) + B' C- 7 IG) + HG) + 2 1,0222, (2.8) 
这 里 已 令 | B 
. a*—a .at—a- " + Tx 十 ~ R- 
C = AFB Ipate Ü! ATB Cia P (2.9) 
为 了 要 将 (2.8) 代 入 (2. 1) , IERSI:CLCZ-, sk 
十 oo 
al- pO ae g CT I,) 一 IG) 一 Zp I, wi, 
Fe w(E) an 
l QE de — a ZAGR 
1 十 oo 
zi. od a? 
t— (te , 1 
2ri _ dF t 
LG d 1í(*? (5 
= (f — 1?) (4; sail. E— -d£) 
— B'G — Dc L'G) — EG) — 2 1,002. 
这 样 ，(2. 1) 就 成 为 : 
mop wry P rt wd Et 
sal, ear r+ z w(e)d log © yb ea E 
二 a* TG) +07 B’ Ce i,Q)- I,0)1— B (¢—t) Ce HOS) (一 HO a) 
—u g.Q-Tg-O TIAGJ E y 
T2 Bk LG) —G-—DI GC, EL, (2. 10) 


这 已 经 是 上 的 一 个 第 一 型 奇异 积分 方程 ， 要求 在 hs 类 中 求解 . 
(=) 直 裂 纹 情况 ,待定 常数 的 消除 
应 力 场 来 说 ,重要 的 不 是 w() 本 身 而 是 A= a), 而 求 (4) 时 可 消除 确定 待定 


nec MEME 为 了 说 明 这 一 过 程 ， 为 简明 起 见 ， 现 Wik Lab 在 2Z- 内 是 一 直线 段 , 其 倾角 
WA OKAKr/2). A 0 007 06 ree oe 


pr EZ 
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t=—hitre*®*, ~1l<r<l, (3. D 
这 里 已 设 世 的 长 度 为 2, 而 其 中 点 位 于 一 后 处 (A>sin A). 注意 di/dr—-e .为 简单 起 见 
BRL 两 侧 的 位 移 是 对 称 的 : 
o g E) —— gato gy v 
过 时 当然 g(a) 0 <0. 在 这 种 情况 下 ;，〈2. 10) RA 


5l ED dr pat LG) HB GC IO HED BP De IIO) — 1/002. 


jp, T— 
= po (2e7 BL) H-LG) —28* G—DI/ MIC, (2 
且 这 时 t (7 MEM 
> Le) = £e cefm*m. qe» 


将 (3. 2) 两 端 对 :上 求 导 数 ， 便 得 
气 | QD lu， “eG te B* (eJ, 02—J3)2 


L T—t 


TEC O O Be ? Q—DOc SI! Q) FDI=G0), 


(3. 4) 
这 里 GHEE ARE: 
GQ) = g^ CKT Ba) eJ.) —28* (0 —e79)J.Q) 
—28'e- G—DJJ (Q2, (3.5) 
HES 
Lh@O= xl, 2 ae, 


no- LO = i, D "oz ILO ac, 


t—t mil, (r —t)? 


JO = Ty! @) = ala aoa «od, J/O- EN z= i RM, | 
AO - L0 = E[. £O Ji) = zl de. 


(ro 
如 前 , RNR eg DEH. 

现在 (3. OME ho 类 ( 即 在 1=a,b 处 Q() 可 以 有 不 到 一 阶 的 奇异 性 ) 中 求解 ， 这 时 其 
指标 为 十 1， 故 其 一 般 解 中 含有 一 个 任意 常数 . 但 由 于 现在 


J Q)dt = 0, (3.6) 


由 此 条 件 就 可 确定 此 常数 换 句 话说 ， 我 们 要 在 ho 类 中 求 满足 附加 条 件 (3 e) WRC. 4) 
的 解 ， 而 这 种 解 是 唯一 存在 的 .用 数值 方法 求解 时 ; 用 实 变量 + 极为 方便 , 这 时 (3. 4) 可 化 
为 8G) 改写 为 00) 在 一 1<r<< 十 1 LENGE. 注意 到 它 是 第 一 型 的 , 在 h 类 中 QCr) 必 为 
FE: e 

(x) t 
JB OGO€H T—1xr--1 E. 这 样 ,我 们 就 可 用 例如 Chebyshev-Lobatto 方法 或 别 的 
方法 用 配 位 法 求 其 数值 解 (例如 ,参看 [11,12]). 


Mr) = —1«r«l, 
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(四 ) 应 力 强度 因子 


在 实际 问题 中 ， 最 感 兴趣 的 是 裂 绞 端 点 附近 的 应 力 分 布 ， 即 所 谓 应 力 强度 因子， 亦 即 
在 裂纹 端点 附近 应 力 〈 用 极 坐标 记号 )ciyovrs 的 极限 状态 : D I PARATE 
如 右 图 . Ba, 、， ， 、 

O(2) = p' (2) = i u Da a. u 
由 于 我 们 只 对 z=a,b 附近 (在 这 里 DORR 8 
情况 感 兴趣 , MAS POUAR, 因此 考虑 应 
力 强 度 因子 时 ， 只 需 考虑 
D(z) = zs] 人 Cr) dr 


LT— Z 


今 在 5 一 一 请 十 所 附近 取 一 点 


z = b + gei = — hi t Äd + ee), 
而 令 
rt =— hit pe", 
则 | . 
r—z=e"(p—f), {= 1 + ee" 
因此 


Lo L" ade ] 

DO = 2) ap 一 ai. uD VTS 

BT corii VT Zp DO, 所 以 p> 1 时 /1 一 02 =i VP FIV- 1, 其 中 根 式 均 取 正 
fi. 于 是 (参看 [10],(22.6) 式 )， 


“Fe -ien, (I) +. |o (4.1) 


其 中 略 去 部 分 在 e ERR. Bu 
lim Ve, (e) = Le). (4. 2) 


再 由 (1.7)， $ vc! (x), Bak ec 附近 的 全 统 部 分 以 及 对 数 弄 奇异 部 分 
后 , WA i | ps ae 
EL f). = ` TACT) v! 

Yi 所 | -ajg @— xy 


所 以 


ef Oc) 1p EDO 
£5, (z) + Wo(z)= wail, fidt ail, EPLO ae 


=x Xi(z) 十 Xe(z)， 
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| Af Qi. e +I COM 
1 G)- gal far = tis PEE 
_ (r — zA) e ? fH (o — Dac) 
X (2) = — 1 (r — z)? “aay dr - A Sal (o— t» de 
_ eu Ade _ ec" = Dp CCo)dp 
20 J-1i p — £ 2*i = (p—ty 
—— e" (6,6) — 2i sind gem 
A 
| lim VE DEX (z) = dieci (OD. 
另 一 方面 ,由 (4. D, 
_ Lent e 
gePo(e) VE acd RA) +, 
或 即 n 
2i sind 。 dee. - Ae PD 十 
因此 | 
| lim A/2e3,(z) 一 一 Lemont — i sind + e-1^)0,0). 
6—0 MG, ' m EA 
TE 
lim V 2€ (zd (z) + V4(x)) 
£—0 
= RE RO) 一 Fence — i sinf * eÈ), 
从 而 
limV 2€ (zy (z) 十 Volz) Jet? 
£--0 
m FeO) — « AQ» 一 jsinó * e£ 0,0). (4. 3) 
所 以 (参看 ([6], § 39, 
lim~/2e (oy + oy) = 4 lim Re{MV3eBo 2)} 
a) £0 
ip 6 ! 0 : 
= Re(2i: e 2 (4(1)) = = 2 (Gin > 2 — 'H,cos 2)? 
其 中 已 令 E 
£0) = G, + iH,, > (4.4) 
而 


Lim~/2€ (sy — 0, + Zita) = 2 lim MBe (zy Cz) + V, (z) peta 
t0 pet ud : 


=— ielUtG, + iH, — «7 (G, — iH) — sind e?*(G, + iH,). 


由 以 上 二 极限 式 , 最 后 可 得 
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lim V 2e0, | > n 39 — sim Jc, 
«十 1 3.9 jns £) 
十 2 COS 29 cos 2 H,, 
lim V 2e¢;'= (5 E lsin 39 + sin 2 (1 + cos? 23)e 
e0 | 2 2 2 
-+1 g (4.5) 
— (Heos 30 + cos £ a sin’ >) Hs, 
lim V 2et.4 = |t leos 20 — sin? :了 cos 一 re 
er0 2 2 
十 oe 20 — sin z cos? 2) H,. 
在 = 一 a 附近 ， 取 z=a 一 ee'%1?， 类 似 地 处 理 ， 并 记 
(一 1) = G+ iA, (4. 6) 


则 可 得 类 似 于 (4.5) 的 式 子 , (HG, H EPIKA Co Hao 且 整 个 式 子 要 变 号 . 

以 上 应 力 强 度 因 子 公式 虽 是 对 一 条 直 裂 纹 情况 进行 的 , 但 对 多 条 直 和 裂纹 情况 也 完全 战 
X. 因为 在 某 一 裂纹 端点 附近 , 其 他 异 纹 的 影响 均 只 涉及 一 些 有 界 函 数 . 

附注 ”如 果 在 (1.1) 中 令 «j= 一 1, BEA 2,0. ud at ,B+ 保持 原样 则 这 里 所 论 


就 变 成 第 一 基本 问题 “与 [4] 相 对 照 ， 但 (1.1) 中 应 取 uu 51s OR the. 特别 地 ， 


在 (4. 5),(4.7) 中 令 -二 一 1, 便 得 第 一 基本 问题 时 的 应 六 力 温度 因 于 公式 这 样 , 第 一 、 第 
二 基本 同 题 可 统一 处 理 ， 可 以 大 大 减轻 编制 计算 程序 时 的 工作 量 . 
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ON THE SECOND FUNDAMENTAL PROBLEM OF 
BONDED, HALF-PLANES OF DIFFERENT.MEDIA 
mE WITH CRACKS 


Abstract 


The second fundamental problem of two bonded half-planes of different isotropic me- 
dia with cracks is considered. , The displacements relative to a translation on both sides of 
each crack as well as the resultant principal vector. of external stresses on each crack are 
given. The problem is reduced to a singular integral equation:6n cracks. The formulas for 


the stréss intensity factors are also derived. 


[ 原 载 于 高 校 应 用 教学 学 报 ，1987，2 (1): 3748. ] 


MEME 
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A CLASS OF MIXED-TYPE FUNDAMENTAL 
PROBLEMS ON ELASTIC HALF-PLANE- 


Abstract 


The problems of equilibrium of an‘elastic: half-plane withiloads on some intervals of the 
boundary and zero displacements on its other parts are discussed. The solptions of such problems 
arh expressed in terms of integrals by reducing-them to Riemann boundary value problems. The 
analytic expressions of the solutions are obtained in case of uniform loads, In particular, the solu- 
tion is written in detail for the important case when uniform pressure is given on a single interval 


or two equal intervals. 


$1 introduction 


The solution of an elastic half-plane with stamps is classical", which is a kind of 
mixed-type fundamental problem: given displacements on some intervals of the boundary 
as well as the principal vector of external stresses on them while on its other infinite part 
there are no external forces, to find the equilibrium. Here we consider another kind of 
mixed-type problems; given external forces on some intervals of the boundary while on its 
other infinite part zero displacements are assumed, to find the equilibrium. As same as the 
former, this kind of problems has significant applications too. These two kinds of prob- 
lems could not be simply transferred to each other, since there would be stamps on the in- 
finite part if the latter is transferred to the former. Moreover, the latter itself is very im- 
portant and its solution may be written in analytic expressions for certain significant spe- 
cial cases, which are convenient in practice. In case of uniform loads on the partial bound- 
ary, especially for the case when uniform pressures are applied to a single interval or two 
equal intervals, the solution is expressed by elementary analytic functions and concrete 
formulas for finding the undetermined constants appeared are also obtained. For general 
problems with axis symmetry , our method is most effective (including to determine those 


constants). 


* Project supported by the National Natural Science Fund. 
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$2 General Formation and Solution of the Problem 


Denote the complex plane by Z and the upper (lower) half-plane by Z* (ZT). Assume 
an isotropic medium occupies Z* with;elastic constants x k.. Let L;—[ars5;]G 1... +p) 
be p intervals (from left to right) on the real axis X. Denote 


L- Y. L =X\L. 


j=1: 
Our problem is; given the external stress function x, (x) + iY, (x) on L (assuming to be 


Holder continuous)» the displacements u(x) +iy(xz) =0 on L’ and without stresses.and ro- 
tation at infinity, to find the equilibrium... 

,, First note that, the principal vector of external stresses on the. whole z-axis ought to 
be zero since the displacements on it tend to zero when |x |—9o (Cf,, [1], 8 90); in other 
words, there must exists a principal vector of external.stresses on L’ exactly in equilibrium 


with that on L; 4 
X+i¥ =|, CX, Gc) + i¥,(2)3de. (2.1) 
Thus, for the Kolosov functions, we must have E 
gz) = poo) --OG/|zD., ge) = doo). 十 pi (2. 2) 


When z-—>co, and, without loss of generality, we may assume 9(co) = (oo) = 0. 


As usual, put 


fa) = 让 CX,G) + iY (Dd, € Lj, j 21... s f. (2.3) 

The proposed problem may be transferred to the following. boundary value problem of 
mixed-type ; : : D : | Pau 

Ka) 2 PD A KG m FD te r€L;,j-—l...p, (2. 4) 

— Ker) + x p'r) + Ala). = 04 2 EL", " in (2. 5) 


where X) — g* (xr), etc. , with requirements øz), pC) to be bounded in the vicinities of 
4j,b; and to be zero at infinity. B 
Let 
g)— au) AX ZEZ", (2. 6) 
| z9'G)t9G), z€Z^, 
where Gz) — HZ), etc. (obviously 9! (zy (2) By noting that ot (3) +B"), by 
(2.5), wz) is holomorphic’ on Z—ZNL, has "L as its curve of discontinuity and wlz) = 
Ó(1/z) (z 00). By (Z. D, we get uÁ 
w*(r)-- Kw (x) = kf(x)-- ke, rEL,j=1,...,p. (2. 7) 


This is a Riemann boundary value problem with the requirements w(a;) ,w(b;) to be finite 


4 


and w(co) 一 0. That is, we should solve R_, problem (2. 6) in class h;,(for notations, cf. 


[2?]) where the c,’s are undetermined constants. In order to avoid to determine these con- 
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stants, we set 


hos BG CRB ， (2.8 
then 2(z) is ; holomorphic i in Zo with 
f) -—0(/iz[ 2: Gao), - (2.9) 
Then, if:we put ®(z)=9@'(z), Wiz) = (z), we have- es 
KÜC); . ， z€Zt, 
Mz) = i — — (2.10) 


Plz) +P) + Wo), z€z. 
By (2.7), Q(z) must satisfy the boundary condition l 


Ory =— KO) EP a), EL, (1) 
while‘ Q¢2z> may have singularities of ordér less tham'l in the vicinitiés bf a;,b; and 
fi) 一 一 了 CCz) +iX%,@), «xELy |- U (2. 12) 


by (2:3). Following the notations in [2], we should solve R_, z problem (2. 11) in class 
ho. It is easy to see the index of the problem is p. 
^ Once Q(z) is obtained, we then have; by (2.105, ` 
1 H . 
9e) = Os :€Z2* (2.13) 
Wiz) = A(z) — 6(z) — zd" (z), 
thus, the problem is solved if AQ) i is found out. 


If we denote ? 


Bb = >- L dne, | | (2.14) 
then the characteristic function of the oben is ， 
X(z) = SE (2), Xi(2) = (zo a) be. - -47 2%, (2.15) 


where X;(z) has been taken as a continuous branch i in Zo, e. g. » the branch such that 
lim 2Xj(z) = 1, jl... we (2.16) 
By the general theory, the general solution of the problem is 


Qe) = € OO  PLSGOXG, (0 Qan 
where 
Pyle) = Co + Ciz 十 … + Cat (2.18) 
is a polynomial with undetermined coefficients (P,-,770 when p=1). 
In order to determine the coefficients of P,-,(z), we draw closed smooth contours. Aj 
surrounding Lj, j=l... Ps mutually exterior to each other, and take the clockwise 
sense as the positive direction. Noting that w(z) is single- valued and continuous on Aj, we 


have 


| acd = [coda Lolz ya, 0, jode. 


Denote A= Ae Then ja (z)dz=9 since Q(z) has a zero point of order at least 2 at 
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infinity. Hence there are only p—1 independent equalities among them, which could just 
determine Co»... ,Cp-2. Shrinking A; to Lj, we immediately get (omitting one superfluous 


equality) 
b. 
[cac —Q(rdr—0, j—1..p-—L 


since Q(z) has singularities of order less than one at the ends of L;. By (2.11), they may 
be rewritten as. (7 


- fla))) 


b. 
f ' Q* (x)dz = 


- a 十 这 )， 了 一 1，…… 户 一 1 (2.19) 


where X;-FiY;is the principal vector of the external stresses on Lj, which is a given num- 
ber: ^ f 


bo. , . s 
X, +iY,= [RD + iY, G)3dt. (2. 20) 


Thus, ithe solution of the proposed problem is obtained as (2. 17), where the undeter- 
mined coefficients are determined by (2.19). The unique solvability of the linear algebraic 
system of equations (2.20) satisfied by them may be proved by the natural equilibrium for 
the elastic mixed-type problem with zero boundary value conditions »:which is usually uti- 


lized and will be omitted here. 


$3 The Case of Uniform Loads 


The integral expression (2. 17) could not be simplified in general. However, when u- 
niform loads are. subjected to L: X,G) +iY,@) =T+iP, t€ L (P,T being constants), 
then an analytic expression of Q(z) in: finite form may be obtained and. then so do for 
lz), V (z). In this case, f' (£225 —(P—iT), therefore, by (2.17), 


__ «(CP — iT)XG) dt , 
Q6) = PED DGD POoxo. (3.1) 
And since X;+iY;=— (P—iT) (6;—a;) now, so (2. 19) becomes 
^j (P — iT . 
J, a cose -- SP, —a), j=1,...,p~—1. (3. 2) 


In order to simplify Q(z), we take A as before but sufficiently closing to L such that 


z situates in its exterior. By residue theorem, it is easy to prove 


Af. de 
mcs Hts) ZG), 


where Q(zXis the principal part of 1/X (z) at z=, which is a given polynomial of degree 
p. Shrinking A to Z again, wé have : ; 


l dt _ 1 l: 1 , 
za). X*G)y(rf—2) «+ i Qc). (3. 3) 
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Substituting it into (3.1), we obtain 
«(P —iT) 


CET ROXO) — 13 + Peeled) X@): 


Uz) = 


or, what is the same, 

«(P — iT) 
K + 1 

where P,-(z) remains to be a polynomial with undetermined coefficients and — ! 


ac) 一 (Cgoz? + giz?) 十 P, s (G22X G2) — 1}, (3. 4) 


is the first two terms of highest powers in the Laurant expansion of 1/X (2) at z = co. 


Now the conditions (3. 2) become 


T 
f. P,s(2) X+Cz)dz 一 一 al, (gor? + qr?) X^ Gdz, 
PLE ee opr l- B i B. 5) 


Hence, on substituting the elementary expression of X* (x) into it, the linear algebraic 
system of equations for Cos... » Cp-z is obtained, the coefficients of which are integrals of 
certain elementary functions. Their approximate’ values and then those of Co,...5 C, 
may: be.calculated.by.mieans of formulae ofr mechanical quadrature. Therefore f(z) is com- 
pletely. determined. » ETT i S 2E 

Once Q(z) is. obtained , Cz), F(z) may be obtained then by (2.13). For this aim, 
we. should. calculate: Oz: ‘By (3.49, ^ - ore 


Az) = ERN «q^ + B.RGGOXG) 1}, ^ o — ($9 
thereby we want to simplify KONN TN ayy aH 


By the chosen branch of the multi- valued function and (2. 15) , it is easy to see, in the 
neighborhood of z=, | s 4 
X) = ej = acit - — 5) ine ~ ej/ CCz — aj)(z — b; XA) po 

where s; is: constant, determined by the chosen branch.’ But it is. obvious, by (2. 16), 
limeXj(2)=1, ^ coe tS 


from which we could conclude ¢;=1 at once. Hence, ` os d 
— P 
Xz) =I {XT € ae — 55). | (000 au€8. D 
j=1 


Thus, Q(z) and ¥(z) may be also expressed. in terms of X(z). ^ 
$4 Two Important Examples 


In this section we consider two important. examples, in practice. Previously we men- 
tion a result; if the proposed problem is symmetric with respect to. the imaginary axis, 
i. e., Las well as the loads on it is symmetric with respect to the y-axis, then» owing to 
the symmetric condition for the stresses, we easily know | 


Pz) = Oz), V(—z)—Y(), (4.1) 
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and hence o 
NA z) = 0G). . Z2 (4.2) 
Example 1. Suppose p=1. Assume L=[—a;a], to which uniform pressure P is 
applied, and there are no displacements on XML. Find the equilibrium. 
This particular example is the simplest one. By (3.4), + 
ae) = Ie q0XG) — 0. 


In the neighborhood of z—co, by (2.15), - 
1/XG) = (2 +a)? (s — a) tH! = z — 2iBa + OCGA/Iz D, 


and then 


KP . 
Q(z) = Ty 2 — Zia) X (z) — 1). (4. 3) 
Then, by (3. 7), we know 


^ _ + 2ifa 1 
M2). = ry "ES z? =a xi 7j. 


Noting that 
/ (X G)-- SEB xe), 


we obtain at length; by (2. m 


Oz) 一 am tc 一 2ia)X (x) 一 D. BO. (4. 4) 
1 + 48 afz), 
V(z) = xd P (218a 一 之 十 E 004 
_(z 十 2ipa) — - 
+ BM. ee — 1}. mE (4. 8) 


It is easy to verify, i in case of the chosen single-valued branch, 
X(—z)-— XG, 
and so (4. 1) is actually valid. 

Example 2. Suppose p=2, Li, L; with the same length: L,=[—4,—a], L,=[a,6] 
(0<a <b), to which uniform pressure P is applied, and there are no displacements on 
X\L. Find the equilibrium. 

In this case, by (3.4), we have 


X 


Az) = se caet OX. = 1. (4. 6) 
Now, 
i-is l4. d. 1 ES 
XiG) = (eta) $7 Gi Ep) HI -(G tiber c OE n 
XG)— G—a) 1! opi o E (d. iba lige) e 
and then Un 


XQ) = 44 MECH, ..., (4. 1) 
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by which we get immediately 
1/X(z) = 2? — 218 — az + OX |z |). (4. 8) 
At the same time, we know : D. 
XCG- 3) 一 X(z). 9 《4.:9) 
Thus, by (4.6), we obtain 


DG) = Ete? — 2186 — ade + CXG) — 1), (4.10) 


where C, by using (2.19) and noting that X;—0, Y;—P(»—a) (j=1,2), may.be deter- 
mined by . 
b > 
| Cr? 一 2i8(6 — a)x + C) X^ (x)dz = 0, 
Or, MN 
b b 

C=— | Cx? — 2i8(8 — a)r] X+ coss X* (dz. (4.11) 
On account of symmetry to the y-axis in this example, it is easy to know, by (4.9), 
X*(— z) = X*@), 0 (4.12) 
and therefore C is a real number by (4. 11). In order to verify this and give a formula easy 


for calculation, we proceed as follows. 


Using the expansion (4. 7) of X(z), we see, by the residue theorem, 
| X(z)dz = 0, | 2XG)de 一 一 xi, I, z^X (z)dz = 4nB(b — a). 


Shrinking A to L and remembering X*G)- —k X (x); we know (e. g., by the first 
equality above), 


| Kode = X(z)de+{ X(e)de 
A A A, 


—a vt " E a M - i . (d 
| OE GO- X^ Met | X+ Go- X^ Godd 
eH 


(E rcodz+| X+(z)dz] 
Leni 


Ell'oc o» d= "T 


sapdb ty 
fite 


Similarly, we may get 


è TT nei . 200 low 
[za co — X* (zx))dx 一 一 S 1? 
b xk(b =a 
[20x Go — Xda = SAE, 
If we denote | . 
OX*() =R) + il(z), aczx«b, (0 (13) 
then, by the above equalities, we get at once 
b b TK 
| Rade =0, [adr =- ZI. 


| =Rcodz= Zngk(b — a) 
a x 十 1] `` 
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Substituting (4. 13) into (4.11) and considering these equalities, we get 
b ó à 
C = (286 — o | xRGod« — [real] Idz, (4.14) 
which shows C is actually real. 
According to'the chosen branch of the multi-valuedifynetipn, we may obtain ~ 


E cde? m gus Otala. 
X» = eee eun ecc 


in which the square root has been taken to be positive. Thereby, 


R(x) = e"sinf In dtou -aj CB zy —a), 


(b — r) + a) 
了 T(z) 一 一 ecos In Gnas ej / (9 — a3) (x Z af). 


(b — xx F a) 
Hence, we get finally l 
. mE 1 - b! i rb i cad 
€ —— (280, — a) | zR God +] zlo(xdx)/] In(x)dz,,, (4. 15) 
where m noa 


E 


R(x) = sinf ln eme / (p? — PE 一 ab, 


(b — x)(x + a} 
= (b + xYG = [rag — 65 A 
IG) cosg ln (b — r) a) (b xr a*). (4. 16) 


At is not difficult to write out the expressions of (z); Y (z), which will be omitted 
here. . 0n ， 
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PLANE ELASTIC:PROBLEMS OF DIFFERENT MEDIA 
WITH CRACKS ON THE INTERFACE 


了 


Abstract 


The equilibrium problem for the infinite elastic plane consisting’ of two different media with 
many cracks on the interface is discussed. It is transferred to a boundary value problem for ana- 
lytic functions and then further reduced. to a singular integral equation, the unique solvability 
and an effective method of solution for which are established. A practical example in applica- 
tions is illustrated, the solution of which is obtained in closed form. 


Key Words. Cracks, Boundary Value Problems, Singular Integral Equations. 


1. Introduction 


There were many research works on plane elastic probleths for the infinite plane bond- 
ed (or welded) by two different isotropic media with cracks each lying in the interior of 
one of the material, or touching or passing through the interface, for instance [1—3]. In 
literature, discussions had been made for the case in which the interface is a circle and a 
single crack occurs on the intefface with syrnmetric boundary conditions. The method used 
certainly is also effective when the interface is an infinite straight line but is not in effect 
for the case in which the interface is a general closed contour with general boundary condi- 
tions. ` | | 

In this paper we give a method for solving such problems in general case (even a dis- 
placement difference function may be given on the uncracked arcs of the interface), using 
the basic idea in [4] or [5] with some modification. Any problem of this kind may be re- 
duced to a boundary value problem for analytic functions and further to a uniquely solvable 
singular integral equation on the cracks (or on the uncracked arcs of the interface). Final- 
ly, an important example in practice is illustrated for the case in which only one crack on 
the interface circle occurs and the plane is subjected to an extension in one direction not 


necessarily symmetric to the crack. 


* Supported by Science Foundation of the National Committee of Education and Natural Science Funds of the Nation- 


al Scientific Committee. 
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2. Formulation of the Problems.and Reduction 
to Boundary Value Problems 


Assume the ‘infinite elastic plane consists of two ren isotopi media with a Lia- 
punov contour L as the interface of Hélder index >+ , on which. there are p cracks 
Vien oN pe Li is oriented counter- -clockwisely and y= | 
a,b; is oriented inductively. The interior and the exteri- 
or regions bounded by' L are denoted respectively by 
St and S^ with elastic cónstant& wt , hti anid-k^ , y d 
Denote 7; = bjaj 7 =1,...5 p; ap = ai)» 7 一 
D T and y 一 ai (Fig. 1). | 

We confine ourselves to the first fundamental. 


problem: given the external loads X7 (2 HIY DEH. 
(class of Hélder continuous functions) on both sides of 


Y; and the displacement difference HN Fig. 1 
EOS Ut Hiv Q0-GC G) riv (OI, YEY (g(D-—gd. EEY), 
with g' (EH, where ut (¢) ivi (DD are the displacements at the point £ € 7" on the pos- 
itive and the negative sides respectively. Besides, the stresses and the angle of rotation at 
infinity are also given. To find the elastic equilibrium is equivalent to find the complex 
Airy functions plz) and pz) by the complex variable method. [1 B 
For simplicity, we assume that the resultant principal vector of the external stresses 


on the two sides of each crack 7; is zero. When denoting | 
XF + ive =] XFO 十 这 fds， 了 一 1 op， 


where s is the arc-length parameter at t on Yj, we assume os 
X; iY;— CXF +iY}) + (X; +iYy) =0, j= 1,...,p. 
We also assume that the stresses and the angle of rétation-at infinity are zeros, otherwise 
these factors may be transferred tó external stresses on Y; and displacernent difference on 
Y; (as shown in the example iii Section 4). Thus, gC) and (x) are sectiónally holomor- 
phic functions with L as the. jump curve and q(oo) — (o0) 0. 
As in [5], we denote i 


f+ (7) = f(r) = if CXF iYf(ds cr€?5j-1..... 


Then f*(aj)—0, ft (b) — f^ (jp. 
By the conditions given above, the problem is reduced to the following boundary value 
problem for qz) and (2): 
g* C) «cg * (OQ fr) eG). c€Y, (2.1) 
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DFP DG Wt+ie M+y GQ, 1€7, (2. 2) 
«^e Q-—B8*0g (0-4 Op OP Ge QUE OD ~ 
+2gt), t€Y (at —k*/u*, g*—1/u*). 
(2.3) 
with q(oo) —4 (99) 2-0, where c(1) —c;, rEYj, j—1,... 5p, are undetermined constants. 


In the sequel, we shall denote , 
F(t) = lo*o — f. «00, G0) = IU EOL rEY. (24 
Hence F(aj) =F (bj) =0. 


1 


3. Reduction to Singular Integral Equations 


For solving the above boundary value problem, as in [5], we introduce an unknown 
function e(£) € H, on L-—Y--Y' with w (£D € H* (for notation, cf. {7]), that is to say, 
ef) =wy, (D (LEY; ) and wl) =a () qe», ) € H for every jy and w' (£D) may have sin- 
gularities of order less than one at the tips air such that 


«0-3 | pds, EL, DD 
ae up gus 
Uz) = 一 直 [ Oct QD MR gs por z&L (3.2) 
We assume that | 
ey C) 一 (aj) = 0, w (b) — my, (5, 一 0， j#1 de -.9P> ' (3. 3) 


temporarily, i. e., o@({)EH on L. The existence of such an wlt) will be proved later. 
Substituting (3. 1) and (3. 2) in 2. 1) and taking the boundary values on both sides 
of Y, we get the same equation 


l[s*Da. 1 got 1 pa: 
Kose | pat - da [d lec BE NE 


= f) +e), TEY, (3. 4) 


where we have set 


A (FM ge4dewm, rer. 


f' (r= oni Jr FE 2 


Substituting them in (2. 2), we find that it is identically satisfied. 
Substituting them in (2. 3), an equation on 7' is obtained; 


Kw = Ao) + 8 [ fap, Ee EGIT E +f «ba E | 


LE — 
toe ; 
Duo- EZE | ED Gs, (ev, (3. 5) 
| mi yt—? 
where 
+ 一 
A — attat B*4- pra ELA 4 et) 
u 7 
- ot] x—] (3. 6) 
B= t— a7 — At T= 一 一 
| at— a — B+ B8 "z P 


~ b.i h 


Jan or 
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(3. 4) —- (3. 5) constitute a singular integral equation of normal type on L with a;,5; 
(j=1,...+p) as nodes to be solved in class Azp, that is, w({) is required to be bounded at 
these points. It is easy to see that the index of this equation in Ay, is — p. 

Analogous to the method described in [5], it is easily proved that this equation has a 
unique solution in hz». Substituting this solution in (3.1) arid (3. 2), the Airy functions 
gz) yz) may be obtained respectively. 

As the functions appeared on the right sides of (3. 4) and (3.5) are bounded at ajb; 
since F(a;)=F(b;)=0, (3. 3) must be fulfilled, as otherwise, on the left sides of them 
there would occur logarithmic singularities at these points. 

In practical problems, usually only the stress distribution is required so that it is 
enough to get @(z) =o! (z) and V (z) —4/(z). Then it is sufficient: to find ACI =" Ë), 
CEL. 

For this purpose, differentiating (3. 4) and (3. 5), we obtain a sitgular integral equa- 
tion OC) on L consisting of | : 


Kal IK: 2x dt [ 2 log E= acted r 了 Cd 
Efa L YT 


21i; 2Ti 


=f), reY, (3.7) 
K,2Q= ano -- E | 29 perat 
-EEI 2 log = eos, 24-5 i aat 


zi ot 《一 
= co - ÉSE- [ 2 2l rod, ier, (3. 8) 
which should be solved in class Ao, that ig, NOCH) is permitted to have singularities of order 
less than 1 at a;,5;. . 
Replacing z in (3.8) by c€Y while gt) béing changed to g(r)=gt(r)—g (r), the 
unknown displacement difference at r of the two sides of 7, an equation similar to (3. 7) is 


obtained. Although g’ Cr) i is unknown. ont, but 
E" (dr = gb) — gap. j=l. oP 


are given, so that, by the continuity of the displacements on X, it follows that the follow- 


ing supplementary condition must be fulfilled; 


f. (Ks 2 @rde— Ale) EE | aj EPP vay 


-itg i) - gap) - EE: ro ciz-duwe 
j=1,...,p. (3. 9) 
Thus, our problem is reduced to solve equations (3. 6)~ (3. 7) in Ao with supplemen- 
tary condition (3. 9). 


It is worthy to note that 
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atat = | a coat =o | | 0 (10 


because of (3. 8) which i is implied i in condition G. 9). Then, by the definition of K; 32, it 


is easy to see that p S on | 
md = 2607+ BY bd GAD 


and, by integrating (3. 8) along the 7,’’s, adding together with C3. 2 and summing up 
from j=1 to Pep Uc 


Í, (K O ak = 0 (3.12) 


infi 


Thus,. by (3.11), we see that (3. 10) and (3. 12) are ‘equivalent if (3. 9) is fulfilled. In 
other words, (3.10) or.(3. 12) may be replaced by one.of the equations in (3. 9). In.par- 
ticular, when p=1, (3.10) or (3.12) may be in place of (3. 9). | 

Moreover , if the external stresses on the two sides of X, are symmetric; 

Xf (rt) +i 7) —— OX; (0) TFIY7 (OI, FH de. , 
which usually occurs in practical problems, then F o= (r)s, denoted by f(r), so 
F(r)=0, f° (09GG0 = f, rEY. Inthis case, (3.1), (3. 8) are tespectively particu- 
larly simple: =. 

K/OQ—G'(, TEN: |: i EN (3. 13) 
K'Q—4g(), TEN, oo (3. 14) 


where E L . ig 


CM =f@ = iQX? CO Y? (02 €, rey, 


which belongs to class H because L is a Liapunay contour. 


4. An Important Example —  . |, 


We shall illustrate c our method by a practical example, being important in application. 
Let L be the unit circle |£| —1 on which there is P crack Y —ab, where a-e “i pe? 

Co 0« 1). We assume that an extension N in the 
My . ` direction with the, angle of inclination A with respect 


, (a to the ae axis is subjected. to the infinite plane, but 


there are no loads on both sides of 7 and no displace- 
ment difference'on Ye NY (Fig. 2).- 
It is well-known that 


pin Ue N -u 
r=7’ m= ye 


(for notation, cf. [5]). and so ,, 


T . 
K=p) tte, 9G) — iG) — Yee, 


Fig. 2 
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where @(z),¢o(z) are sectionally holomorphic in the entire plane with (00) =p (co) = 


0. Therefore, in place of (3.1) and (3.2), we assume respectively 


eco gj 5 eap N, z, z&L, VET 


1 Qe N a 
yz)=- 夫 | SD HD, Dag etu, zL. (4. 2) 


Substituting them in (2. 1)~ (2. 3), we obtain the boundary condition satisfied ,by 


Q(z) polz), among which (2. 2) is unchanged and 


f*G)- f(r) =— Xr + Nous, rey, (4. 3) 


2g =— SN 一 E-E yee, (EY, — (4.4) 


in (3.1) and (3. 3) respectively. Now F(r) =0, G(r) — f € and thereby (3.13) and 
(3.14) become respectively ` 
N 


K,'0—— za + er), rey, 
" l B + 一 —2i4,—2 | ü 
K,'Q=— YN + (9^ — B Ne UU, t€». 
By the relations | ' 
ot eg, at (dr 24. l= 
pop Ei rgo Sh lel =D, 
these two canon may be reduced respectively to the simpler equations. 
直人 =- -yate ces, (4. 8) 
Aga) + E By p@iab= (Bt POGD— EN + Ne?r? (€ Y, (4.6) 
where we have set | à B 
Af £D. oc l 
= ad. poat (4.7) 
or ne E 2 D. 
a E - t 了 À 
‘ = sal, 从 dg. : (4.7) 


According to Section 3, equations (4. 5) na (4. 6) on L should be solved in ho with D 
satisfying (4. 7) or (4. 7)' and with the supplementary condition — - 


[ooa-oe ^ (4. 8) 


- The index of this equation in ho is 1, so that, there is one arbitrary complex constant c 
in its general solution. since its corresponding homogeneous equation has only the trivial so- 
` lution. Regard D as another undetermined constant. Thus, c and D. may be uniquely de- 
termined by (4. 7) Cor (4. 7)') and (4. 8). 


By the general theory of singular integral equations, the canonical function of this 
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equation in ho is 


X(z) = Y(@z)/V RO), S (4.9) 
where . 
A/R(z) = V (x — e) (z — e™) = Vz? — 220089 + 1 (4. 10) 


is a single-valued branch in the complex plane cut along 7, for instance, the branch with 


~ R(0) —1 and 


— aci Y v/2ni . 一 + 
: | “+ (4.11) 


z 
Yo = (So , v= ln FF 
which is a single-valued branch cut along 7, for instance, the branch with Y (09) —1, or, 


what is the same, ¥(0)=exp{v1—2)}. The standard function is 


eo = Xt (r) = — X-(0, rE Y, . (4 12 
Zit) = (A+B) X*(0—(A—B)X^ (0, t€. ` 
For simplicity, we denote 
D,=—D—-*%, D,= 28-6 )D- ËN, 
(4.13) 


E, 一 一 Ne, E, 一 (8* — B^ Ne», 


Thus, the general solution of (4. 5) — (4. 6) in ho is 
Z(t) D +E? y D,J- E; 
06) - |, ze eit oz eo 


B"'Z(t9) D,+E,r~? D, +E? 
i (| OE 十 | Za") 


Fouad) HE, (4.14) 


Nto) =A* (D,+ E,t5*)— 


+cB*Z(to), bey’, | (4.15) 
where c is àn arbitrary constant and E 
A 1 1 
AX = Fm FS -+ -下 一 
A? B L + + at |, 
P P (4.16) 
B'= B 4 i| 1 | 
A:—B’ a--- pt e+ 十 po} 
By (4.12),(4.14) and (4. 15) may be rewritten respectively as 
a) = Sl xroc st AT]. Boe") 
—cXtl(m), EY, . i, (4. 14)' 
Qt.) = A* CD; + Est?) 
| .B' x. (to) D +t ET D; + 五 :1 
(e mJ, Hae ow c PEE 2 
十 cB (4 +B) Xt Cto), EY. ' (4. 15)' 


All thé integrals in (4. 14)' and €4. 15)' may be reduced to integrals. along Y Cor Y) | 


only by the following results: 


Af dg 1. | 


4 


| m 


(n8 IN 
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d 


Ld, n | 
LX OPES bo) X ix tQ. to EL, (4.18) 


where 


r()- res | toEL. (4.19) 


XEGE mn e) c=0” 
The evaluation of r(£,) will be given in Section 5. Thus, (4. 14)' and (4. 15)' may be 
rewritten respectively as 

D; - E; n To) 

A+B A+B | 

ai CA—B)D; —D; -CCA- B) E, —E;)c? 

UO! xijs X* (OO (r—70) 

D,+E,t;? 
A+B 
l (A+ B)D, —D,--CCA--B)E, —E;)r^? 
mi jy | Xt (rt) (tte). 

where C=—c(A+8)/2 is an arbitrary constant. 


Substituting these equations in (4. 7)' and (4. 8), we may get a system of linear equa- 


Alto) = | 2Bar(eo) 


detac} 9 TEY, (4. 20) 


QU = -B° X+ a) 2E) 


dc+2C| ， bE, (4. 21) 


tions 


kuC 十 kD = ON, 
l B (4. 22) 


kaC + kD = ON + D, 
where &5,8, (j 7 1,2) are certain definite constants. When .N=0, the elastic plane is in 
the natural equilibrium so that @(z)=W(z)=0. Then, by (4.1), 


1f QD o 0 
bz 2-3 pod ! (4. 23) 


and QD =O" (0 —97€£) which implies C —D-—0. This means (4. 22) is uniquely solv- 
able for any N. Hence, after C and D have been determined, we obtain, by taking deriva- 
tives in (4. 1) and (4. 2), 


aw mE 
$6) = zf, gam ap + (4. 24) 
if XD LO ar Nn l 
V(z) xil, PIOS - Em Fe d a (4.25) 


Thus, our problem is completely solved. 


5. Evaluation of the Residue 


Assume in the neighborhood of [=0, 


1 LA£ 十 
XQ Act APA , G D 
where 


1 VRO) _ 一 -em (5. 2) 
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by the branches of MR(z) and Y (z) taken as before. Since 


Ld 1 l.. | 
pe-o a B DU uU T9 


therefore, 


a X 
rE) 一 一 x 一 t (5.3) 
where 
1 = xq --—RO _ VR@Y'@) ` 
$ 2 VROJY (0) Yo ° 


But R' (0) — —2cos68, Y'(00/Y (00 = — TsinÜ (independent of the branch of Y (z) chosen), 


so 
à m—e 7) cosh 十 snb. (5. 4) 


Thus, rto) is fully determined by (5. 3) with A; and A, given by (5. 2) and (5. 3) re- 


spectively. 
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A GENERAL METHOD FOR SOLVING 
PLANE CRACK PROBLEMS 


0. Introduction 


There have been many works on plane crack problems. Each of them has.solved a par- 
ticular problem for the’case, either special in the location of the cracks and the interfaces 
or in the boundary conditions, for example, [1,2]. In this paper a unified method of solu- 
tion for such problems is proposed, which is effective in the following more general case. 
Assume there are a set of arcwise smooth non-intersecting cracks in the composite media 
with certain interface. The cracks may touch or pass through the interface, or even lie on 
the interface. It is reduced to a singular integral equation which is uniquely solvable under 
certain natural additional requirements for its solution. A new idea for determining the or- 
der of singularity of the solution at any node of the problem is suggested. Here, by a node 
of the problem, we mean either any tip or corner point of the cracks, any corner point of 
the interface, or any point of intersection of a crack and the interface. 

For definiteness, we consider the first fundamental problems only (Muskhelishvili 
[6]) although our method is also effective for the second fundamental problems or mixed 
boundary problems. For simplicity, we assume the interface is a straight line. We shall il- 
lustrate our method for two somewhat special cases which often occur in practice, but the 


method is universally in effect for the general case. 


1. Bonded half-planes with cracks 


Assume an elastic infinite plane consists of two bonded half-planes, the upper half- 
plane Z* and the lower half-plane Z^ , and there are p cracks Y... Y, in the plane, some 
of which lie in Z* or in Z^ (maybe touch the z-axis) and the others locate on or pass 
through the z-axis. Assume each crack /,—a,b;is an arc-wise Lyapunov arc; the angle of 
inclination 0(7) of the tangent at 7 on each of its smooth subarcs is Holder continuous. De- 
note 7 一 2% X= (the z-axis}\Y (which is the interface) and S*=Z*\Y. X consists 
of several segments on the z-axis, two of which are actually half-rays extending to 十 co 


and 一 co respectively (Figure 1). 
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, Figure 1 
Let the elastic constants of S* be kt ,nt respectively. 
We shall discuss the first: fundamental problem. That is, find the elastic equilibrium, 
given the external stresses (loads) X#(t)+i¥#'() on Y. The principal vectors of the ex- 
ternal stresses on X are 


Ox iY} =Í CXE GY 十 jy#(1)3ds 


4 


respectively, where s is the arc-length parameter on 9 Without loss of generality, we 
may always.assume that X7 +iYf — — OX; +iY} ) and there are no stresses or rotation at 
infinity (cf. (3]). We always assume both X7 (r£) and Yt (t)€ Hoon Y (for notation, cf. 
[6 p. 


Denote 


"j 


fi =+ if XE) + YE Cds, 1 Ey), j= 1,...p. (1.1) 


Thus we have | . 
fF(a) =0, fF) = fr O 2002 
Moreover , denote | | l 
Fo) -fü0-—fo.Go-f*o--fa,tf:ex o ^ Qo» 
Let eG), d) be the complex stress functions? for the problem, both of which are 
sectionally holomorphic in $* J-S^ with Hoo) = 9 (09) =0. 
Then, the boundary conditions oh Y£ are 


9*0) - tg'* + 4*0) — ff OD Cj, t€ Y j=1,...,p, (1.4) 
(3. mE 


where C, july... spy are undetermined constants 

On the interface X, the condition of equilibrium for the external stresses is 
pir) + rp Tr) 十 dt (rz) =g (ax) +rep D) 十 vr), rEX, (1.5) 

and the conditión of continuity of the displacements is l 

a*g* Gr) — B* Ge * GO - Disa g^ G) ae OO Gi, EX, 
(1.6) 
where we have put 
at-t/gt, P= ]/ut, (1.7) 


A GENERAL METHOD FOR SOLVING PLANE CRACK PROBLEMS 313 


which are given positive constants. 
Thus, our problem is transferred to the boundary value problem (1. 4) — (1. 6) for 
sectionally holomorphic functions 9G) ii with the additional requirements 
poo) = g) = 0. | | (1.8) 
The following method of solution for this problem is inspired by that of ‘Sherman [8] 
for elastic problems of single medium and that of the author [4] for t those of composite me- 
dia without cracks. | 


Introduce a néew unknown ene on Y-- X such that 


2d oS) . 
pa) = Oni. "m" t _ me z & 7 十 x, . . (1.9) 


po d f, SEE Dg 4 


2m Jax | oz. 
in which oq) € Ho and w (D € Hi are assumed, that is» w(6) €H and al (D EH’ on 
each crack in Y and on each segment of X (for notation, cf. KAN ， which imply wr) = 
Ozi and w D=O (dz 7 as r—-00, 0- ux 1. Of course, the existence (and 


ÉD, EX aao 


2ri 


uniqueness )ofsucha function should be proved . We also assume that ; for any fixed nodec， 

Sate) = 9, | a.1D 

where the summation extends over all,the cracks and all the interface segments starting or 

ending at.c. That means the sum of the limit values of w(§), when £—c along these cracks 

and segments is equal to zero. Of course, this should be proved too. For the time being, 
we assume such «(£) exists and fulfills (1.11). 

Substituting (1. 9) and (1. 10) in the condition (1.4), by d the Plemelj formula?! and 


integration by parts, we obtain the same singular integral equation on X; 


dl eG) t^ £—t 
Kro = gi Nar a E los E72 Fai hrx «Dir 
=f +C), (€, , a (1.12) 
where 
pana de f Eas 十 FG, LEY, (1.13) 


and Co - Cj, t€ Y;, j=1,...5ps are sndetermined constants. Here ， the terms out of in- 
tegration vanish when the process of integration by parts is app lied because of (1. 11). 
Substituting them in (1. 5), we find it is identically satisfied. In the sequel, we shall de- 
note 
A=atta + ptt Bp, B=at—a— pt+p, 

C-at—a, D= p. 4.14 
Similarly, substituting a. 9) and (1.10) in (1, 6), we get a singular integral equation. on 
X. 


Kyw= Aw(2) +Ë " AMET (f. w(r)d log E uod =z) 


s=—Dfi(x), x€X, mE (1.15) 
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———— 


where we have set 


fo -il FO az, rex. (1.16) 


yT— X 

: (1. 12? and (1. 15) constitute a singular, integral equation of normal type on ¥+ X, 
which. should be solved in the most narrow class h,i. e. , the solutions are restricted to be 
bounded near.all the nodes of +X. Since FCaj) — F (6;)=0, so the right-hand member of 
this equation belongs to class H, and therefore its solution w(f) in class h, if any, must 
fulfill (1.11), as otherwise there would appear logarithmic singularities on the left side of 
(1. 12) or (1. 15). e (Xoo)-0 are evident because all the terms except the first one on the 
left side of (1. 15) as well as the right- hànd member tend to zero as too, 

In order to prove the obtained equation has a unique solution in class h, we first show 
that its corresponding homogeneous equation has only the trivial solution i in A. In fact, the 
latter corresponds to the case where there are no stresses on Y, no stresses or rotation at 
infinity and C; =0, j j=l... jf. Assume epi is a solution of this homogeneous equation. 
Then, by the uniqueness theorem for elastostatic problems (which may be proved rigor- 
ously in mathematics, cf. [6]), we should have Pz) =z) =0 since gœ) =Y(co) = 
Hence e(£) —9' (()—@ (€) =0 for any £€ YHX: 

It is easily verified that the index of the obtained singular integral:equation in class h 
is wx- — p, and so, by the Noether theorem, its adjoint equation has 2 linearly indepen- 
dent 《in the sense of real coefficient domain) solutions oi (£2,... 05, (D, £€ Y FX, in 
class As solutions are permitted having integrable singularities at the nodes), and it is (u- 


- niquely? solvable in this class if and only if 
Re [foe + COo, (dt = D Re [ino Gods, jedees25, (1.17) 


are satisfied (cf. [7 p. 
By separating the real and the imaginary parts of C,,...,C, and denoting them by 


01,... »Ôzp» it is seen that (1. 17) is a system of real linear equations in 91... . ,02,: 
2p l ， 
gi = Ajy J= l,... 2p, (1. 18) 


where (Ya) i is a real constant matrix relating to Ci) but independent of the boundary con- 
ditions while the Al s are constants relating to them. "We show that (Ya) is non-singular, 
or, what is the same, (1. 18) has only the trivial solution when Aj=0, j=1,... 52p. In 
this case, (1. 18) is a system of homogeneous linear equations corresponding to the case 
where no external stresses on y and no stresses or rotation at infinity. If it has a system of 
solutions 6%,... ,02,, we then get a set of constants C?,,.. ,C} satisfying (1. 17). There- 
fore, the equation (1. 122, (1. 15) with fo(t)=0, fi(z)=0, CG -CG-C, (€, has 
a unique solution e C£). Then the functions m (z), do (z) defined respectively by (1. 9), 
(1.10) through wo (¢) would satisfy (1. 49 — (1. 6) with fio —0, C;=C and p (œ) = 


do (09) —0. By the above mentioned uniqueness theorem, we know that qy(z) — Jo(z)—0 
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and hence C?=0, j=l... sps or 05, j=1],... 2p. 
2. Simplification for the method of solution 


It is rather difficult to determine C,,...,C; when solving the equation obtained in Sec- 
tion 1 since we must solve its adjoint equation first so as to obtain (1. 17) or (1. 18). In 
practice, the stress distribution of the elastic body is more important, for which it is suffi- 


cient to find $(z) —9'(z) and V(z) =¢' Cz) instead of p(z) and (z) themselves. If we 


denote | | 
AG) =, LEY+X, —— (2.1) 
then a. 9 and a. 10) respectively become 
sock u^ z&7+X, (a2) 
21d 2D j lr pap 
YG) 2xi rfa g zd 2ri r — z)» d : 
FEO FQ) 
+ oa | idi, z&7+X. (2. 3) 
Differentiating (1.12), we get.a singular integral equation in-RCE); 
1 £054 3 | 
2ni La 一: db 十 5 x rex Ot log t Qd»dt 
1 2 L— mo P.I! 
T 2x x ES] Ao, t€ y, (G0 
or 
V] Ll £C ) e Ao . £x ) 
kom i| post Gr | " P ^ dt 
ly 2 i—mpa z 
taha “一 上 QW de 
—2f/0, t€7, . (2. 4)! 
where | ' 
.1l1[23FGdi-,qu 
(Blas | EME 4400 
u e Ao F'(c )a ; 
= | pode 60, (2.5) 


(noting that di/dt =e~*), in which we have used integration by parts since F (aj) = 
F(5,) —0.: By assumption, fo (2€ Ho on Y, thatiis, fo (t) € H on each smooth subarc of 
7. 

Similarly, differentiating (1. 15), we obtain another singular integral equation in 


NG): 
B ag) 3 
AQ Gc) + xt oo 22 a 


= aae aln] a 
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Or ， un : 
kos AQG +Ë ER dé + = | QC dr 
(3) 74 fc TU. 
|. D Qc t Ü ocu z) 
xi p (fa [d£ (dt mE 
| == DA, z€X, O a (2. 6)! 
where 
f (zx) = 1 | Ea v (2:7) 


also exists and belongs to H on X. 
(2. 4)' and (2. 6)’ constitute a singular integral equation for Qo» on ¥+ X without 
undetermined constants. Now (f£) =o'(f) may have integrable discontinuities at the 


nodes. Moreover, if we replace x in (2. 6) by t € 7 then it:is: easily verified that 


(K,2) G) —4g' (2, where gG) —g* G)—g (0) is the displacement difference at ¢ between 


the two sides of 7;. Hence, the following condition must be satisfied for each Y;; 
I, Kt) dt = 0, (2. 8) 


For any crack Y; not lying on nor passing through the x-axis, it is easily seen that (2.8) is 


reduced to 
fs Ade = 0; (2.9) 


for a crack Y;=a,b; passing through the interface at a point c; (as shown in Figure 1), it is 


reduced to 
(a74- B^) Í Qt F (at + Bt) | , coal = o. (2. 10) 


Thus, the rather complicated form (2: 8) remains only for cracks lying on the inter- 
face. E 

Therefore, our problem is reduced to solve a singular integral equation along 7 十 for 
QC) in class ho with supplementary requirements as shown above. Its unique solvability is 


guaranteed since w({) is determined ‘as the unique solution of (1. 12) and (1. 15). 


3. The order of singularity 
I ` a id i 
It is important to determine the order‘of singularity at each node for the stress func- 
tions, which is fully determined by the order of Q(£) at the same node. It is well known 
that, for any node which is a free tip: (not on the interface) of-any.crack, the order is 1/2. 
For the other nodes, the situation is much more complex. Near such a node c, usually it is 


assumed 


20) 


AD = GE are ts 0<a<l, (3.1) 
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where (2,(£) is bounded at [=c (the unwritten terms are of lower order of singularity, the 
same as below). In many cases, the limit of {2,(¢) does not exist as £—c along any crack 
or any segment of the interface. In fact, £2,(£) oscillates near. the node i in general. 


It seems more reasonable and exact to assume 
20) = ea re F + 区 一 < C y s. (0, C, not both zero) (3. 2) 
near £—c along a definite crack or segment mentioned above. Thus, the behavior of N) 
near c becomes much clearer. If 8—0, then NE) —UG- enm has a feal order at c, 
fh being a constant, so thát there is‘no oscillation at c, which is in harmony with the 
known results. 
We illustrate this idea by two examples. 

. Example 1. — Assuffne the elastic body oc- : 
cupies the entire plane with two rectilinear 
cracks ¥;=Ob;, j—1,2, having a common tip 

— 0 and oriented from O to 6; It may be 


bonded by several different media with.inter- 


faces not passing through the cracks (Figure 
2). The angle of inclination of Y;is 05, 0x0; 
2x, and the Md of Yjis rj; i. e. , b;—r,e" i. 
. Denote g= 0,—0,. Let t= =re', t= pe and aq-à, (p) on Y;. Then, (2, 4) becomes for 
tC», 


Figure 2 


Ti f. p— , de 十 xi o pe 一 reli 
1 feen Zog] Per re " 
t gni | € 3rlogl mem re-m) QPp)e dp 
L fe 2 ATA GAS 
十 21i f e ‘ar pe ^ — re 2, (pe | "dp 


= fd 0), t—re^,0«r«n, 


Or, 


AQ, L [2 00) AOR =p aW ， 
+i 


op—r 2i op — re ^? p— re” 


sind e? | ^ Mm 209005] 4 
Uo [pede +r ap o L pte 


c fd), O<r<n, BE Soe as c (808) 
while equation (2. 6) has no connection with the singularity at O. Assume 
2, (p) & AP + Bi/p! e, 
Qi(p) = Ap + Bip M 
(Y —a- iB; A,,B,,A;,B,notallzero). ^ 3. 4) 


Then, by the property of Cauchy principal value integrals near the end O, we should have 


十 
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cot Yn. ; cot Yrs. e?" e . X 
a AL tv Bi— Som Ae — xx. wu. vB: 
ir i Aire "sin Xx Zire "sin Yr 

. e? e" E 
十 ol zoran Ae + Sg eB 
2ir'e"sin Yn ? 2ir7eizsin Yr ^ 
ix o 
+ sind e” 1t+ré| NT EE 3. —À 十 zo yB] = 
1 dr} \ resin Yx resin Yx 


Therefore, | . 
2cos Yn Aye? A, ei 07920 4 Lo sind (1—»)ei9'*-9*8 p, —0, (3.5) 
2cos Ya B,—e Pep, 十 eiCe-9+20 万 ,十 2 sind (1 一 ”)eiTe-oO+04 ,一 0 
or 
2cos Yr B, — e^? *9 B, + e iP 0-02 B 
— 2i sind (1 — Y)e 79697910 A, — E (3. 6) 
Similarly for ? — re^ € Y,, we have, by interchanging the subscripts 1,2 in (3. 5), 
(3. 6) and at the same time replacing 0 by —0,- 


?cos Yn As _ ep A, 十 gi tH 29 A, 


— gi sind (1 — eB, = 0, (3.7) 
2cos Yn B, — e" *-9 B, + e ci? t5710 p. l 
+ 2i sin? (1 — Y)e i9 €*6-0 A. = 0, '(3.8) 


Equations (3. 5), (3. 7), (3. 6) and (3. 8) form a homogeneous linear system in Ai; 


. 。 ， 。 。 tre li wpe Fe “pe woe 5 . . 
B,, A; B;, which has nontrivial solution if and only if its coefficient determinant is zero; 


|an| 一 0， k= 1,2,3,4, (3. 9) 
where . , 
alil 一 2cos Yr, ajg ei "H+ — orn 
21,70, l cu 一 2ising (1 —7 ei +9 , 
an mgl (+0) — 20) 一 ei7(r 一 人 ; an= 2cos Yx ， 
an= — 2i sin (1—XY)ei***0-795, an =0; 0) 
43,70, 43; — 2i sind (1 —?)e- i9 0-990, (3.1 
az= 2cos Fx, a3,75e iO 07020. e cro 
44, =2i sind (1 —Y)e TOt, 44,70, 
ag = e i00 20. e cifra ， au=2c0s Yn, 


Remark. If the root Y=a+if, 0<e<1, of (3. 9) has been found, then À;,,B,,A; 
and B; are proportional to the algebraic complements of the elements in the first row of 
lag. 2 | 

Example 2. Let Z* be two isotropic media with elastic constants «* and y+ respec- 
tively, containing a rectilinear crack 7 from O to b—ae^, a>0, with inclination 0, 0<0< 
x (Figure 3). Denote 
Q(z) —oo«zr«0, 


QGG) 一 
Ril), Oc x«dcoo, 
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Z+ 


Z- 
Figure 3 
NAC) = œl), Oxipsa,t- pe. 


Then equation (2. 4) becomes (let 1=re’”) 
4 pewa 1 | N-E) 1 LE 4,0) dt 


op 一 了 Ni of — re? £— re^: 
"2 fart a (Dat 


-æ 3728 t£ — re” 


[7 Zilog d A, d0dt 


= 2f; G), (€, 
or 


"Mha (p) 1 Q- -e mad 0.0» 

op — , de 2ni J -t 一 [— pends 十 Td f. o% ad 
1 rte OQ) e? QC») 
2m Jo E — red 2n [7 “一 [— re 


2 1- err ENG 


27i ~of — re^ 


QD at) 


of 一 [— red 


1—e (rt QUO i, 
Ont | o Ere tr rel, 《一 Erei 2 


= 2/40, t€Y. 
Let (Y=e+if) ; 
N= A/P + Bop? Fr, O<p<a, 
Q(z) = A/Z + B/2? ++, -ocz<0, 
2, G) = Ay/2? + By/z? +, ON er < oo. 


Then, substituting in (3.11), we obtain 


pe Outer S| 


cot Yx Ao cot Yx B, 
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(3. 1D 


(3. 12) 
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] e728 | x 
十 z sin Xx pe” 十 2i sin Yn g'e (e"™4A,— ec? A ) 


o 30 e 76 | «n p 
E sin Yr pre”? 十 2i sin Yr ple —ire (e B, e7"*B ) 
+ G—60-» 
2i sin Yr pe 7? 
Q-e™“)a—7) 
2i sin Yx pre —i7e 


(e -inp LL e"Bg, ) 


CERIS — eA, ) 一 0 ， 


which gives rise to 


—iX 如 一 L[CYCr 一 0) i7(n—@) icy 0- 
2cos Yn Ay — c POTD A emio 420 十 eZ A + gitar MA 


TO ce) — 1) Ce“ B_— eB 3 Lg, 


2cos Yn B, EN eth Bo eiQi-0:0pg + eV Ba Et B 


+H (ed — Ve HA eA] 0. 


The equation (2.6) now becomes either of the equations 
: 0 
AQ. G) 十 NE 2- ap +f" Er] 


+ Ef Ae rde T Ap)de 
Ki Jo p — xe^ op — xe* 
OPTED EJ Pan 
=> Df (a) 
according as 0<<z<< 十 co or 一 co<z<0. It follows then that for r>0, 
AA, BemA. BB cot Yn Ay Ce”, 


x isin Yx x ix” isin Yr z?e- V"? 


Dee? A, " Da — e?)(1 — Y)e? A, 
isin Yr ze” isin Yr r'e” 

+ AB; E Be-*B. B cot Yn B, 
cr 5 isin Yne iz” 

i. Ce?" B, De”’e” B, 


Fo -ie 


isin Yr zx’e isin Yr r'e” c 


,Dü- e?) (1 — Ye"B, _ 


‘isin Xx r'e” E 


from which it follows 
iAsin Yr A, — Be^"*A . 十 Bcos Yn A, 十 Ce A, — Dei Pr-O 20 4， 
+ DG — e?) 一 Ye" B, = 0, 


— iAsin Yn B, — Be""B_+ Bcos Yx By -+ Ce-? **f1 p, — De 10-0420) p. 


+ DG ~ e76)(1 — yje? 4. — 0; 
similarly, for z«0, 


AA.. Be"*A, Bcot Yx A... Ce?* A, 
x isin Xx x” iz’ isin Yn x'e-?? 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 


(3.16) 
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De"e^A, |, DU 一 ed 一 Y)e?* A, 
i sin Yr r'e” isin Yn x? ei? 
4 AB_ Be*B, _ Bcot Yn B. 
. xr isin Yn x^ ix” 
Ce?" B, Dee” B, 


i sin Yn r'e 7? 


isin Yr z?e 


ive 


Da — eit) (1 — Y)e?*B, 0 i 


十 


by which it follows 


isin Yr xle 


De 


iAsin Yn A_+ Be"^A, — Bcos Yn A_ + Ce? **? A, 一 Deir O42 4 


十 DA a enq — Ye" p. 一 - 0; 


— iAsin Yn B..-- Be "B, — Bcos Yn B..-- Ce? ^*^ B, — De cit e-0v: p, 


十 Da — eC] — Vje? A, = 0. 
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(3.17) 


(3.18) 


Therefore, we obtain a system bf linear equations (3. 13) — (3. 18) in Ao, Bos A, and B,. 
Denote A,—4,, Bo=A,, Ay =A, B,—A,, A-=AS and B_=Ag. Then, this system is 


where 


Dr 
463 


es 


6 


k=1 


= 2cos Yn, 

= e? 0-0 4- giO eto - 2n ， 

= — eth) e OO 4 28) ， 

一 0， 

一 一 (1 — eC) — Vje, 
—(1— e239) (1 EN Ye | 

= CË +D — PeiXr-H +201 | 

= iAsin Yr + Bcos Yn, 

— — Be? 7, 

= D(-e7")]-—»Y»)e7€7, 
一 0， 

一 0， 

一 Ce? +0 — Deil ORO ， 

一 Be", 

= isin x 一 Bcos Yn, 

一 Da — e729) (7 — Y)e- | 
= 0, 

= 0, 


Sjap = 0, Jj = 1,2.,3.,4,5,6 


alz = 0, 

an =— (1 — 676) — eM, 
ais = (1 — e7% C1 — Ye 70-75. 
45; = 2cos Yn, 

an = e ?0c-5 十 eTO AHOA 

Arg 一 一 eye+0 — ei 0-20 , 

ay = Da — et) a — VYETI, 
az = 0, 

as6 = 0; 

ap = Ce P+D _ pecit-020 
ad — — iAsin Yn + Bcos Yr, 

ag 一 一 Be?*; 

Qs, 一 DQ — eit) a — yea, 
as, = 0, 

ass = 0; 

as = Ce-P eth — De-ice-62n | 
as = Be, 

ass = — iAsin Yr — Bcos Yr. 


(3. 19) 


(3. 20) 


The root Y=atif, 0<a<1, of the equation |a,|=0 determines the order of singularity 


at O to be sought. 
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The remark at the end of Example 1 is also effective for this example. 
References 


Erdogan F. Aksogan ©. Bonded half planes containing an arbitrary oriented crack. Internat. J. Solids 
and Structures, 1974, 10: 569~585 

loakimidis N I. Theocaris P S. A system of curvilinear cracks in an elastic half-plane. Internat. J. 
Fracture. 1979, 15: 299—309 

Jianke Lu. The mathematical problems of compound materials with cracks in plane elasticity. Acta 
Math. Sci. . 1986, 6: 419—432 

Jianke Lu. On the plane welding problems of different materials. J. Wuhan Univ. ..1963, (2): 50~66 
(in Chinese) 

Jianke Lu. Complex variable methods in plane elasticity. Wuhan Univ. Press, 1986 (in Chinese) 
Muskhelishvili N I. Some basic problems of thé mathematical theory of elasticity. Noordhoff, Gronin- 
gen, 1963 

Muskhelishvili N I. Singular integral equations. Noordhoff, Groningen, 1953 

Sherman D I. On solution of plane static problems in the theory of elasticity when given external 
stresses. Dokl. Acad. Sci. USSR, 1940. 28: 25~ 28 (in Russian) 


[RAF J. of Integral Eqs & Appl. , 1993, 5(12: 85~101. ] 


e 


附 录 论文 323 


附 RK 论 x 


PRE LR GRAM. KIKERI (A RAF), 1963, (2): 37~ 
49 

具 周 期 裂缝 的 无 限 弹性 平面 基本 问题 ， 中 南 矿 冶 学 院 学 报 ，1980，(2): 9~19 
周期 应 力 平面 弹性 理论 中 的 一 点 注 记 ， 武 汉 大 学 学 报 〈 自 然 科 学 版 ),!1980，(3)， 
9 一 10 

有 一 条 有 裂纹 的 圆 形 焊接 问题 ， 应 用 数学 和 力学 ，1983，4 (5): 679~690 

带 裂 纹 的 有 界 弹性 区 域 的 基本 问题 ， 武汉 大 学 学 报 〔〈 自 然 科 学 版 )，1986，(1): 1 
~12 

Application of complex functions to crack problems of half-plane with different 
media, 3X T “Lectures of Complex Analysis (ed. by C. T. Chuang)". Singapore: 
World Scientific, 1988: 251—263 

On crack problems in an infinite plane consisting of three different media. Acta 
Math. Sci., 1989, 9 (1): 67—74 


ee ee i c A . 


[General | nf ornati on] 


=f 


= 
=323 

SS] 210254125 
DX] = 


-1998] 1 


=f 


Ri enanni 


Ri enanni 


Ri enanni 


OR CHET 
THE H LBERT BOUNDARY PROBLEM CF. DOUBLY PERI ŒO C ANALYTIC FUNCTI OB 
Sone Classes of Boundary Val ue Probl ens and Si ngular Integral Equations wth 
a Transf ornati on 


H | bert 


CN SI NALAR | NTEGRALS WTH SI NALARI TI ES CF H ŒH FRACTI ONAL CREER. AND THEIR 
APPLI CATI ONS 

The Appr oxi nati on of Cauchy- Type Integrals by Sone Ki nds of Interpol atory 
Spl i nes 

A Cass of Quadrature Fornal as of Chebyshev Type for Singular Integral s 
Bert rand- Poi ncaré 

CN METHODS Œ SCLUTI CN FCR. SCME K NÆ CF. SI NALAR | NTECRAL. EQUATI ONS WTH 
COWCLUT CN 


CONWCLUT CN EQUATI OS WTH REFLECTI ON AND TRANSLATI CN SH FT 
Peano Deri vati ves and Si ngul ar Integral s of Arbitrary Order 


Ary| 
THE MHM CAL. PROBLEMS CF. COMPOUND MATER ALS WTH CRACKS IN PLANE 
ELASTI G TY 


A CASS CF MXED TYPE FUNDAMENTAL. PROBLEMS CN ELASTI C HALF- PLANE 
PLANE BLAST C PROBLEMS CF DO FFERENT MED A WTH CRACKS ON THE | NTERFACE 
A GENERAL METHOD FOR SAM NG PLANE CRACK PROBLEMS 


